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Mở đầu 


Phương trình vô tỷ là một lớp bài toán có vị trí đặc biệt quan trọng 
trong chương trình toán học bậc phổ thông. Nó xuất hiện nhiều trong các 
kì thi học sinh giỏi cũng như kì thi tuyển sinh vào đại học. Học sinh phải 
đối mặt với rất nhiều dạng toán về phương trình vô tỷ mà phương pháp 
giải chúng lại chưa được liệt kê trong sách giáo khoa. Đó là các dạng toán 
về phương trình vô tỷ giải bằng phương pháp đưa về hệ (đối xứng hoặc 
không đối xứng), dùng phương pháp đặt ẩn phụ không toàn phần, dạng 
ẩn phụ lượng giác, .... 

Việc tìm phương pháp giải phương trình vô tỷ cũng như việc xây dựng 
các phương trình vô tỷ mới là niềm say mê của không ít người, đặc biệt là 
những người đang trực tiếp dạy toán. Chính vì vậy, để đáp ứng nhu cầu 
giảng dạy và học tập, tác giả đã chọn đề tài "Một số phương pháp giải 
phương trình vô tỷ" làm đề tài nghiên cứu của luận văn. Đề tài nhằm một 
phần nào đó đáp ứng mong muốn của bản thân về một đề tài phù hợp mà 
sau này có thể phục vụ thiết thực cho việc giảng dạy của rnìnli trong nhà 
trường phổ thông. Luận văn được hoàn thành dưới sự hướng dẫn trực tiếp 
của NGND. GS.TSKH. Nguyễn Văn Mậu. Tác giả xin được bày tỏ lòng 
biết Ơ 11 chân thành và sâu sắc đối với người thầy của mình, người đã nhiệt 
tình hướng dẫn, chỉ bảo và mong muốn được học hỏi thầy nhiều hơn nữa. 

Tác giả xin chân thành cảm Ơ 11 quý thầy cô trong Ban giám hiệu, Phòng 
đào tạo Đại học và sau Đại học Trường Đại học Khoa học, Đại học Thái 
Nguyên, cùng quý thầy cô tham gia giảng dạy khóa học đã tạo mọi điều 
kiện, giúp đỡ tác giả trong suốt quá trình học tập và nghiên cứu để tác 
giả hoàn thành khóa học và hoàn thành bản luận văn này. 

Luận văn gồm phần mở đầu, ba chương, phần kết luận và danh mục 
tài liệu tham khảo. 
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Chương 1 trình bày hệ thống các phương pháp giải cơ bản lớp các 
phương trình vô tỷ. 

Chương 2 trình bày phương pháp giải và biện luận phương trình vô tỷ 
có chứa tham số. 

Chương 3 trình bày một số cách xây dựng phương trình vô tỷ mới. 

Mặc dù đã cố gắng rất nhiều và nghiêm túc trong quá trình nghiên cứu, 
nhưng do thời gian và trình độ còn hạn chế nên kết quả đạt được trong 
luận văn còn rất klriêrn tốn và không tránh khỏi thiếu xót. Vì vậy tác giả 
mong nhận được nhiều ý kiến đóng góp, chỉ bảo quý báu của quý thầy cô, 
các anh chị đồng nghiệp để luận văn được hoàn thiện hơn. 

Thái Nguyên 2011 

Trịnh Hồng Uyên 
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Chương 1 

Phương pháp giải phương trình vô 

tỷ 


1.1. Phương pháp hữu tỷ hóa 

Nhìn chung để giải phương trình vô tỷ ta thường quy về phương trình 
hữu tỷ để giải. Ta thường dùng các phương pháp sau đây để đưa các 
phương trình vô tỷ về phương trì nh hữu tỷ mà ta có thể gọi các phương 
pháp này là "hữu tỷ hoá". 


1.1.1. Sử dụng các phép biến đổi tương đương 


Nội dung chính của phương pháp này là luỹ thừa hai vế với số mũ phù 
hợp. 

Một số phép biến đổi tương đương thường gặp. 

J (x) = g(x^ 

[lị y/(*) = VớM ^ { \ f ( x ) > 0 

g(x) > 0 

7(x) = g 2n (x) 


[2]. X/TẸÕ) = g(x) khi và chỉ khi 


x) > 0 


[3]. 


2 “V/( X ) = g( x ) -=• /(■'■) = g 2n+1 ( x ). 

Ví dụ 1.1. Giải phương trình 

\/2x + 1 = 3x + 1. 


( 1 . 1 ) 
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Giải. Ta có 


/ N Ị 3x + 1 > 0 

(L1) ^ Ị2x +1 = (3x + 1}‘ 

t . 1 


44 


44 


44 


X > -- 
9x 2 + 4x = 0 
1 

■ V 4 

X = 0 , X = — -7 

9 

4 . . 

X = 0 , X = —- (loại). 

9 v 7 


Vậy n ghiệm của phương trình là X — 0 . 

Nhận xét 1.1. Phương trình trên có dạng tổng quát \Jf(x) = g(x). Khi 
gặp dạng phương trình này, ta sử dụng biến đổi sau. 


yhh) = 9{x) * {/(*) = \x) 


Ví dụ 1.2. Giải phương trình 


1 + y- y/ X — X 2 = \fx + yj\ — X. 
ó 


( 1 . 2 ) 


{ X — X 2 > 0 

x>0 tt0<i<l. 

1 — X > 0 

Để giải phương trình này, ta thường nghĩ đến việc bình phương hai vế 
không âm của một phương trình để được phương trình tương đương. 

(1.2) 44 2 (x — X 2 ) — 3a/ X — X 2 = 0 

44 y/X — x 2 ( 2 \/x — X 2 — 3) = 0 

y/x — X 2 = 0 
2 y/x — X 2 = 3 

X — X 2 = 0 

Ax 2 — Ax + 9 = 0 (vô nghiệm) 

Suy ra X = 1 hoặc X = 0. 

Kết hợp với điều kiện bài ra, ta có X = 0; X = 1 là nghiệm phương 
trình. 


44 


44 
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Nhận xét 1.2. Dạng tổng quát của phương trình trên là 

\/f(x) + \Jg{x) = \Jh (X ). Khi gặp dạng phương trình này ta biến đổi 
tương đương như sau 

f / w > 0 

Vf( x ) + Vfj( x ) = VH X ) {9(x) > 0 

[f(x) + g(x) + 2 y/f(x)g(x) = h(x) 

Ví dụ 1.3 (Hoc sinh giỏi quốc gia năm 2000). Giải phương trình 

^4-3VĨÕ^3x = x-2. (1.3) 


Giải. Ta có 


(13)^ 1 

1 

Ị X > 2 

{4-3ựW~- 
\x > 2 

1 

[4x — X 2 = '• 
[2 < X < 4 

1 

[x 4 — 8x 3 + 
[2 < X < 4 

1 

[(x — 3)(x 3 
f2 < X < 4 


l(x — 3)(x H 

X 

= 3. 


Vậy X = 3 là nghiệm của phương trình. 

1.1.2. Thực hiện phép nhân liên hợp để đơn giản việc tính toán 

Ta đã biết nếu X = Xo là nghiệm của phương trình f(x) = 0 thì điều 
Xo e D f 
f(x o) = 0 

Nếu X = a là nghiệm của đa thức p(x) thì p(x) = (x — a)Pị(x), trong 
đó P\ (x) là đa thức với deg P\ = deg p — 1. 

Nếu Xo là một nghiệm của phương trình f(x) = 0 thì ta có thể đưa 
phương trình f(x) = 0 về dạng (x — Xo)fi(x) = 0 và khi đó việc giải 
phương trình f(x) = 0 quy về phương trình fị (x) = 0. 


đó có nghĩa là 
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Ví dụ 1.4. Giải phương trình 


3(2 + \J X — 2) = 2x + X + 6. (1.4) 

Giải. Điều kiện . ? r n X >2. 

[x + 6 > 0 

Ta thấy X = 3 là một nghiệm của phương trình đã cho. Nhận xét rằng 
khi X = 3 thì X — 2 và Ax + 6 là những số chính phương. Do đó ta tìm 
cách đưa phương trình đã cho về dạng (X — 3)/i (. 2 ') = 0. 

Biến đổi phương trình về dạng sau 2{x — 3) + (\/x + 6 — 3 \Jx — 2) = 0. 
Vấn đề còn lại của chúng ta là phải phân tích \Jx + 6 — ‘òyjx — 2 = 0 
để có thừa số {x — 3). Ta có (x + 6) — 9(x — 2) = —8(x — 3), điều này giúp 
ta hên tưởng đến hằng đẳng thức o? — b 2 = (a + b){a — b). Ta biến đổi 

.Í^TT~ã q —õ _ (a/^ + 6 — 3\/x — 2)(y/x + 6 + 3\/x — 2) 

v^Tẽ + 3V^ - 2 
— 8(x — 3) 

\/x + 6 + Sy/x — 3 


Suy ra phương trình đã cho tương đương với phương trình 

{x - 3 )( 2 - ^+6^3^32) = °- 

Đến đây ta chỉ cần giải phương trình 


\]x + 6 + 3y/x — 2 

hay 

\Jx + 6 + Sy/x — 2 = 4. 

^ J v v _ 11-sVE 11 + 3 V 5 

Phương trình này có một nghiệm X =-——-—, X =-—- 

2 

Vậy phương trình có nghiệm là X = 3 và X = 

Nhận xét 1.3. Qua ví dụ trên ta thấy để khử căn thức ta có thể sử dụng 
hằng đẳng thức 


-3^ ll + 3\/5 

——-—, X =-——-— 


a n -b n = (a- ò)(ữ n - 1 + a n ~ 2 b + • • • + ab n ~ 2 + b n ~ l ). 
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Ta gọi hai biểu thức a — b và a n ~ l + a n_2 ò + • • • + ab n ~ 2 + 6 n_1 là các 
biểu thức hên hợp của nhau. Nên phương pháp trên thường được gọi tắt 
là phương pháp nhân hên hợp. 


Ví dụ 1.5 (Đề thi đề nghị Olympic 30-4 THPT Thái Phiên, Đà Nẵng). 
Giải phương trình 


1 + 3yT _ 1 _ 0 
4.X' + \J2 + X 


(1.5) 


Giải. Điều kiện 

Ta có 


X > 0 

2 + x > 0 

Ax + y/2 + X Ỷ 0 


<+- X > 0 . 


(1.5) o 

<^> 

<^> 

<^> 

<^> 

<^> 


1 + 3\fx — 4x — \/2 + X = 0 
3^/x — \J2 + X = Ax — 1 

(3y/x — \J2 + x){3y/x + \/2 + x) = (Ạx — l){3yfx + \/2 + x) 
8x — 2 = (Ạx — 1)(3 y/x + \/2 + x) 

(Ax — 1)(3 ựx + \/2 + X — 2) = 0 
Ax — 1 = 0 
3y/x + y/2 + X = 2 
1 1 
X ~Ã 

_ 16x 2 — 28x + 1 = 0 


Giải hệ tuyển hai phương trình trên, ta được 

1 1 _ 7 -3\/5 “ _ 7 + 3+ lx _. ts _ 

X = -, X = -—— —, X = -——— là nghiệm cân tìm. 

4’ 8 8 6 


1.1.3. Đặt ẩn phụ 

Nội dung của phương pháp này là đặt một biểu thức chứa căn thức 
bằng một biểu thức theo ẩn mới mà ta gọi là ẩn phụ, rồi chuyển phương 
trình đã cho về phương trình với ẩn phụ vừa đặt. Giải phương trình theo 
ẩn phụ để tìm nghiệm rồi thay vào biểu thức vừa đặt để tìm nghiệm theo 
ẩn ban đầu. 

Với phương pháp này ta tiến hành theo các bước sau. 
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Bước 1. Chọn ẩn phụ và tìm điều kiện xác định của ẩn phụ. 

Đây là bước quan trọng nhất, ta cần chọn biểu thức thích hợp để đặt 
làm ẩn phụ. Để làm tốt bước này ta cần phải xác định được mối quan hệ 
của các biểu thức có mặt trong phương trình. Cụ thể là, phải xác định 
được sự biểu diễn tường minh của một biểu thức qua một biểu thức khác 
trong phương trình đã cho. 

Bước 2. Chuyển phương trình ban đầu về phương trình theo ẩn phụ 
vừa đặt và giải phương trình này. 

Thông thường sau khi đặt ẩn phụ thì những phương trình thu được là 
nh ững phương trình đơn giản hơn mà ta đã biết cách giải. 

Bước 3. Giải phương trình với ẩn phụ đã biết để xác định nghiệm của 
phương trình đã cho. 

Nhận xét rằng, có rất nhiều cách để đặt ẩn phụ. Ta sẽ mô tả một số 
cách đặt ẩn phụ qua ví dụ sau đây. 

Ví dụ 1.6. Giải phương trình 

1 + - \Ac — X 2 = \fx + yj\ — X. (1.6) 

ó 

Điều kiện i f 0 4T0<X<1 

(1 — £ > 0 

Phân tích. Ta có thể lựa chọn các cách chọn ẩn phụ như sau. 

Cách 1. Ta nhận thấy \fx — X 2 có thể biểu diễn qua y/x + \/l — X nhờ 
vào đẳng thức 

(\/x + \/ĩ — x) 2 = 1 + 2a/ X — X 2 . (1.7) 

c — 1 

Cụ thể nếu ta đặt ựx + y/1 — X = t, t > 0 thì \/X — X 2 = ——— • 

Khi đó phương trình đã cho trở thành phương trình bậc hai với ẩn t là 

í 2 — 1 

1 + ——— = t hay t 2 — 3t + 2 = 0 suy ra t = 1, t = 2. 
ó 

Với t = 1, ta có yfx + \/T — X = 1 hay 2 \/'x — X 2 = 0, suy ra X = 0 hoặc 

X = 1 . 

Với t = 2, ta có y/x + \/ĩ — X = 2 vô nghiệm. 

Vậy X = 0, X = 1 là nghiệm phương trình. 
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Ta nhận thấy cách giải trên dựa theo mối hên hệ đó là đẳng thức (1.7). 
Ngoài ra, ta có thể ta có thể tạo ra mối quan hệ khác giữa các đối tượng 
tham gia phương trình theo cách sau. 

Cách 2. Từ phương trình đã cho ta có thể rút ra được một căn thức theo 

biểu thức chứa căn còn lại là 
3\/l — X — 3 


X 


2y/ĩ^x-3 


Do đó, nếu ta đặt a/Ĩ — X = t : t > 0. 


Khi đó ta có 


3t-3 


X 


■ Và từ đẳng thức 


2t-3 

(\/x) 2 + (Vl — x) 2 = x + l—X = 1 (1.8) 

ta thu được phương trình t(t — 1)(2 1 2 — 4í + 3) = 0 có nghiệm t = 0 và 
t = 1, hay X = 1, X = 0 là nghiệm của phương trình đã cho. 

Cách 3. Nhận xét rằng phương trình đã cho chỉ chứa tổng và tích của hai 
biểu thức chứa căn và chúng thoả mãn (1.8), do đó ta có thể đặt \fx = a, 
\/T — X = b, a > 0, b > 0. Từ phương trình đã cho kết hợp với (1.8) ta có 
hệ phương trình. 

' 2 

1 + -ab = a + b 
a 2 + b 2 = 1 

Đây là hệ đối xứng loại I. Giải hệ này ta thu được nghiệm của phương 
trình là X = 0, X = 1. 

Tiếp tục nhận xét, ta thấy đẳng thức (1.8) giúp ta hên tưởng đến đẳng 
thức lượng giác sin 2 a + cos 2 a = 1. Điều này dẫn đến cácli giải sau. 

Cách 4. Đặt X = sin 2 t, với í G 0; — (Điều này hoàn toàn hợp lí vì 

X E [0; 1] nên ứng với mỗi giá trị của X xác định duy nhất một giá trị của 
t). 

Khi đó, ta có 

^ „ ,2 

(1.6)44 1 + - sin rì cosí = sin í + cost 

ó 

44 3(1 — sin í) + \J (1 — sin t) (1 + sin t) (2 sin t — 3) = 0 
44 vT^^Inx[3\/r^sĩnx — (3 — sin 2x)\Jl + sinx] = 0 

Suy ra sin í = 1 hoặc 3vĩ — sin í = (3 — 2 sint^l + sin í 
hay sin í (4 sin 2 —8 sin í + 6) = 0 suy ra sin í = 0. 
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Vậy X = 1; X = 0 là nghiệm. 

Nhận xét 1.4. Qua ví dụ trên ta thấy có nhiều cách đặt ẩn phụ để giải 
phương trình vô tỷ. Tuy nhiên đặt như thế nào cho phù hợp và cho cách 
giải hay là tuỳ thuộc vào kinh nghiệm phát hiện ra mối quan hệ đặc thù 
giữa các đối tượng tham gia trong phương trình. Sau đây là một số dạng 
toán và một số cách đặt ẩn phụ thường dùng. 

Dạng 1. Phương trình dạng F{ \/f(x)) = 0, với dạng này ta đặt 
f(x) = t (nếu n chẵn thì phải có điều kiện t > 0 ) và chuyển về 
phương trình F(t) = 0. Giải phương trình này ta tìm được í, tiếp theo suy 
ra X từ phương trình \jfjix) = t. 

Ta thường gặp phương trình có dạng như sau af(x) 2 + bf(x) + c = 0. 

Ví dụ 1.7 (Đề thi đề nghị Olympic 30-4 Trường THPT Chuyên Chu Văn 
An, Ninh Thuận). Giải phương trình 

2x 2 + 5x-1 = 7\/x 3 - ĩ. 


Giải. Điều kiện X 3 — 1 > 0 <=> X > 1. 

Khai triển phương trình đã cho như sau 

(1.7) 4T 3(x — 1) + 2(x 2 + X + 1) = 7 \J (X — l)(x 2 + X + 1). 


Ta nhận thấy X = 1 không là nghiệm của phương trình nên chia cả hai vế 
của phương trình trên cho X — 1, ta được phương trình 


3 + 2 a2 + p +1 

X — 1 


7 > 2+a+1 = 0. 
V X — 1 


Đặt 


/ 


X 2 + X + 1 
X — 1 


= t,t > 0. Khi đó ta có phương trình 


2t 2 — 7t + 3 = 0 suy ra t = 3 hoặc t = - 

2 

Với t = 3, ta có X 2 — 8x T 10 = 0 hay X = 4 ± (thỏa mãn điều 


kiện). 

Với t = ta có ẩx 2 + 3x + 5 = 0 (vô nghiệm). 
Vậy nghiệm của phương trình là X = 4 ± \/6. 
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Ví dụ 1.8. Giải phương trình 

X 2 + V X 2 + 11 = 31. 


Giải. Đặt \/ X 2 + 11 = t, t > 0. Ta có 


(1.9)0 í 2 + í — 42 = 0 


o 


t = 6 

t = —7 (loại) 


Với t = 6 ta có \JX 2 + 11 = 6 suy ra X = ±5 là nghiệm. 
Vậy nghiệm của phương trình là X = ±5. 


Ví dụ 1.9. Giải phương trình 

y/X — 1 + \/ X — 1 — 2 = 0 


(1.9) 


Giải. Điều kiện X — 1 > 0 o ir > 1. 

Đặt t = \Z.X' — 1, t > 0 phương trình đã cho trở thành 
t 3 + t 2 — 2 = 0 hay (t — 1 )(í 2 + 2í + 2) = 0 suy ra t = 1. 

Với t = 1 ta có vhr — 1 = 1 suy ra X = 2 thỏa mãn điều kiện. 

Vậy X = 2 là nghiệm của phương trình. 

Nhận xét 1.5. Các phương trình có chứa các biểu thức 

Y/(.x), r ự./'(.x), n ^//(x),. n t//(x) thì ta giải phương trình 

bằng cách đặt t = y/f(x) trong đó n là bội số chung nhỏ nhất của các số 

^ 2 ?. ^n- 

Dạng 2. Trong phương trình có cliứa \/f(x) ± g{x) và \/f(x).fj(x). 
Khi gặp phương trình dạng này ta đặt \J f{x) ± g{x) = t sau đó bình 
phương hai vế ta sẽ biểu diễn được những đại lượng còn lại qua t và chuyển 
phương trình ban đầu về phương trình bậc hai đối với t. 

Ví dụ 1.10. Giải phương trình 

y/3 + X + y/Q — X = 3 + ^/(3 + x)(6 — x). 

Giải. Điều kiện ị f x — ^ o —3 < X < 6. 

[6 — X > 0 
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Đặt \/3 + X -|- \/6 — X = t, t > 0 suy ra 


t 2 = 9 + 2a/(3 + x)(6 — x). 


(1.10) 


Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có 2\J (3 + x)(6 — x) < 9 nên từ 
(1.10), suy ra 3 < t < 3\/2- 

t 2 — 9 

Phương trình đã cho trở thành t = 3 H-hay t 2 — 2t — 3 = 0 

có nghiệm t = 3 (thỏa mãn). Thay vào (1.10), ta được phương trình 
■\/(3 + x)(6 — X ) = 0 có X = 3, X = 6 là nghiệm. 

Ví dụ 1.11. Giải phương trình 

\/2x + 3 + \JX + 1 = 3x + 2\/2x 2 + 5x + 3 — 16. 

Giải. Điều kiện 4=7- X > —1. 

1 X + 1 > 0 


Đặt \/2x + 3 + \/x + 1 = t, t > 0, suy ra 

í 2 = 3x + 2\ị (2x + 3)(x + 1) + 4. 


( 1 . 11 ) 


Khi đó phương trình đã cho trở thành t = t 2 — 20 hay t 2 — t — 20 = 0 suy 
ra t = 5 (do t > 0). 

Thay t = 5 vào (1.11), ta được 

(1.11)4=7- 21 — 3x = 2\/2x 2 + 5x + 3 
í 21 - 3x > 0 

^ \441 - 126x + 9x 2 = 8x 2 + 20x + 12 
f — 1 < X < 7 


\x 2 - 146x + 429 = 0 
44 - X = 3. 


Ví dụ 1.12. Giải phương trình 

x^35-x 3 (x + ^35 - X 3 ) = 30. 

Giải. Đặt X + vGtô — X 3 = t suy ra í 3 = 35 + 3x^35 
hay 


x 35 - X 3 = 


G -35 


— x 3 (x + ^35 — X 3 ) 


( 1 . 12 ) 
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(vì t =0 không là nghiệm của phương trình). 
Phương trình đã cho trở thành 


í 3 -35 


-t = 30 suy ra t = 5. 


Thay vào (1.12), ta được 

(1.12) o x \/35 - X 3 = 6 
<+ x 3 (35 - X 3 ) = 216 
o X 6 - 35x 3 + 216 = 0 
<+- X = 2 hoặc X = 3. 

Dạng 3. Phương trình dạng ay/.f(x) + b A yf(x)g(x) + c-ựg(x) = 0 (Với 
g(x) Ỷ 0). 

Để giải phương trình dạng này ta chia hai vế phương trình cho y/g(x) 

I f (x) X 9 

và đặt X Ỵ = t,t > 0 ta được phương trình bậc hai đối với ẩn t có 

V g( x ) 


dạng at 2 + bt + c = 0. 

Ví dụ 1.13. Giải phương trình 


10 V X 3 + 8 = 3(x 2 — X + 6). 


(1 13) 


Giải. Điều kiện x 3 + 8>0<tv-x> —2. 
Ta có 


(1.13) o 10^(2 + 2)(x 2 - 2x + 4) = s[(x + 2) + (X 2 - 2x + 4)]. 

Chia hai vế cho X 2 — 2x + 4 (do X 2 — 2x + 4 > 0 với mọi x). 

Ta được phương trình 

I X T 2 r X T 2 . 

10 J - = 3 — —— + 1 

V X 2 — 2x + 4 X 2 — 2x T 4 

Ị X T 2 V 1 X • ^ x 

Đặt w —-———— = /í , 'U > 0 phương trình với ân u có dạng 

V oc Ầx I 4 

3 u 2 — 10 u + 3 = 0 hay u = 3 hoặc u = -• 

^ Ị X + 2 ọ 

Với u = 3, ta có w —————— = 3, hay 9x — 19.T + 34 = 0 vô nghiệm. 

V X 2x Ị 4 
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1 / 2+2 1 

Với u = - ta có \ ————— = - 
3 V 2 2 — 22 + 4 3 

11 zt y/Ỹĩĩ 

hay 2 2 — llx — 14 = 0. Suy ra X = --- (thỏa mãn). 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm X = 


11 ±VŨ7 


Ví dụ 1.14. Giải phương trình 

5 V 2 3 + 1 = 2(x 2 + 2). (1.14) 

Giải. Điều kiện 2 3 + 1 > 0 <+- 2 > —1. Ta có 

(1.14) <+• 5 (X + 1)(2 2 — 2 + 1) = 2(2 2 — 2 + 1) + 2(2 + 1) 

2 + 1 / 2 + 1 ọ 

<+- 2 „ --— 5 A / 77 -- + 2 = 0 (do 2 2 — X + 1 > 0 với mọi 2 ) 


2 2 — 2 + 1 


2 2 — 2 + 1 


Đặt 


2+1 


2 2 — 2 + 1 


= t với t > 0 ta có phương trình 


Với t = 2 ta có 
2 + 1 


2 2 — 2 + 1 


„ 0 1 

2t 2 — ht + 2 = 0 suy rat = 2 hoặc ^ = 2 


ọ 

= 4 hay42 — 5.2 + 3 = 0 phương trình vô nghiệm. 


Với t = - ta có 
2 


-^4+ 1 = ị hay 2 2 - 52 - 3 = 0 2 = 5 ± v ^ - 

2 2 - 2 + 1 4 J 2 


Vậy nghiệm của phương trình là 2 = 


5 ± \/37 


V ct y V l L C.1 pilliv^ll^ Ullllll 1C1 «2/ 

Dạng 4. p(x)f(x) + g(x) y/f{x) + h{ 2 ) = 0. 

Với dạng phương trình này ta có thể đặt \J /( 2 ) = t, t > 0. 

Khi đó ta được phương trình theo ẩn t là 

p(x)t 2 + g(x)t + h{ 2 ) = 0, ta giải phương trình này theo t, xem 2 là 
tliam số (ta tìm được t tlieo 2 ) nên ta gọi dạng này là dạng ẩn phụ không 
triệt để. 
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Ví dụ 1.15. Giải phương trình 

2(1 — x)\/x 2 + 2x — 1 = X 2 — 6x — 1. 

Giải. Điều kiện X 2 + 2x — 1 > 0. 

Đặt \J X 2 + 2x — 1 = t, t > 0 ta được phương trình 
í 2 — 2(1 — x)t — 4:X = 0. Đây là phương trình bậc hai ẩn t ta coi X là tliam 
số có A' = (.Z' +1) 2 . do đó phương trình này có hai nghiệm t = 2, t = —2x. 
Với t = 2 ta có y/ X 2 + 2x — 1 = 2 hay X 2 + 2x — 5 = 0 suy ra 

X = —lả: y/6. 

{ 00 0 

n J7 r, hệ 

— 2x + 1 = 0 

này vô nghiệm. 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm thỏa mãn là X = — 1 ± v6. 


Ví dụ 1.16 (Đề thi đề nghị Olympic 30-4 THPT Bạc Liêu). Giải phương 
trình 


X 2 + (3 — V X 2 + 2)x = 1 + 2\ỉ X 2 + 2. 


Giải. 


Đặt \/x 2 + 2 = í, t > 0 ta có X 2 = i 2 — 2 nên phương trình đã cho trở 
thành 

t 2 — (2 + x)t — 3 + 3x = 0 hay t = 3 hoặc t = X — 1. 

Với t = 3 ta có \/ X 2 -|- 2 = 3 suy ra X = ±\/7. 

Với t = X — 1 ta có Vx 2 + 2 = X — 1 


f X — 1 > 0 

suy ra ^ x 2 _|_ 2 = X 2 — 2x + 1 


(vô nghiệm). 


Vậy nghiệm của phương trình là X = 2zy/ĩ. 


1.1.4. Phương pháp đưa về hệ không đối xứng 


Phương trình có dạng sau 

A (Vf( x )+ \/g( x ))+ B Vf( x ) = 0 với (af{x)±bg{:x) = D) 


Đặt 


trong đó A, B, ơ, D , a, 6 là các hằng số. 

Ị Vf( x ) = u 

\ ịựgịx) = V 

Khi đó phương trình đã cho trở thành hệ phương trình "hữu tỷ". 
J A(u ± v) + Buv + c = 0 

,n _|_ bv m = D 


au 
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Ví dụ 1.17. Giải phương trình 

2 {y/x — ĩ — \/x + 1) + 3 y/x — ĩ.\fx + ĩ +7 = 0. 

Giải Điều kiện X > 1. 

J \/x — 1 = ư, lí > 0 

Đặt t^TTT-r 

TXU . í2(lí - ư) + 3ưư + 7 = 0 

Khi đó ta có hệ < „ 

yu — V = —2 

Rút u từ phương trình thứ hai của hệ ta được u = V — 2 thay vào 
phương trình đầu ta có 

3ư 2 — 6v + 3 = 0 suy ra V = 1 thỏa mãn. 

Vậy X + 1 = 1 không thỏa mãn điều kiện. 

Phương trình vô nghiệm. 

Ví dụ 1.18. Giải phương trình 

^24 + X + a/Ĩ2 — X = 6. 


Giải. Điều kiện 12 — X > 0 +> X < 12. 

Đặt \/24 + X = u, \/Ĩ2 — X = V suy rau < ư > 0. 

T J ư + V = 6 J ư = 6 — ư J ư = 6 — ư 

a C0 ịư 3 + V 2 = 36 ^ (ư 3 + (6 — ư) 2 = 36 ^ ịn(ư 2 + u — 12) = 0 

Suy ra u = 0; u = —4; lí = 3 là nghiệm thoả mãn điều kiện. 

Từ đây ta được X = —24; X = —88; X = 3. 

Vậy phương trình có nghiệm X = —24; X = —88; X = 3. 

Ví dụ 1.19. Giải phương trình 

-ỤX + 7 — \/x = 1. 


Giải Điều kiện X > 0. 


Đặt 


í lí 3 = X + 7 

|ư 2 = X 


suy ra 


Ta có hệ 


(u — V = 1 
(lí 3 — V 2 = 7 


ịu> 7/ĩ 

\v > 0 


Rút V từ phương trình thứ nhất của hệ ta được 

V = u—V thay vào phương trình thứ hai của hệ ta được 7J 3 — (lí — l) 2 = 7 
hay u 3 — lí 2 + 2u — 8 = 0 suy ra ( u — 2){u 2 + u + 4) = 0. Phương trình 
này có nghiệm u = 2 vậy V = 1. 
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Trở về tìm X ta giải 

í u 3 = 8 _ fx + 7 = 8 _ , 

s v 2 _ ị suy ra { _ -y suy ra X = 1 (thoa mãn 

Vậy X — 1 la nghiệm của phương trình. 

Một số ví dụ khác 


Ví dụ 1.20. Giải phương trình 

\[x + yj\ — X — 2y / ' x(l — x) — 2 x(l — x) = — 1. 

X > 0 


Giải Điều kiện 


1 — X > 0 


\fx = u 


với u > 0, V > 0. 


Đặt \</ĩ=ĩ = V 

Từ điều kiện và từ phương trình đã cho ta có hệ 
I u 2 + V 2 — 2 uv + 1 — 2 U 2 V 2 = 0 \(u — v) 2 + (ư 2 — V 2 ) 2 


= 0 


u — V = 0 

hoặc { u 2 — V 2 = 0 suy ra 
ư 4 + u 4 = 1 
Trở về tìm X ta được 


u = V 


„.4 _ ,.4 __ 

u = V = 


1 


X = 


1 — X = 


ị suy ra X = 


Ví dụ 1.21. Giải phương trình 


y/8x + 1 + V3X — 5 = \Jlx + 4 + a/2x — 2 

5 

Giải Điều kiện X 

3 

Đặt ư = + 1, V = — 5, £ = \/7ãr+"4, t = — 2 với 

u,v,z,t không âm. 

Từ cách đặt và phương trình đã cho ta thu được hệ 
Ju + ư = 2: + í 
Ịư 2 — ư 2 = z 2 — í 2 

Từ phương trình thứ hai của hệ ta thu được (u+v) (u—v) = ( 2 +t) (z—t). 
Lại do u + V > 0 vì u > 0, V > 0, u, V không đồng thời bằng 0, ta thu 
được u — V — z — t kết hợp với phương trình đầu của hệ suy ra u = z. 

Từ đó ta được y/8x + 1 = \Jlx + 4 suy ra X = 3. (thỏa mãn). 

Vậy X = 3 là nghiệm của phương trình. 
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1.1.5. Phương pháp lượng giác hóa 

- Nếu phương trình chứa \/a 2 — X 2 đặt X = |a| sin í với — — < X < — 
hoặc X = \a\ cos t với 0 < X < 7Ĩ. 

- Nếu phương trình chứa V X 2 — a 2 đặt X = -Ị—T với t G — —; 0) hoặc 

sin í L 2 

, 7T1 _ |a| , r 7T\ , w /7Ĩ 1 

t E (0; — • Đặt X = - với t G 0; — hoặc t G —; 7T • 

2J ' cost L 2/ ' V 2 J 

- Nếu phương trình chứa \/ X 2 + a 2 đặt X = |a| tan t với t £ ^ — —; — ^ • 


Nếu phương trình chứa 


đặt X = a cos 2 1. 


- Nếu phương trình chứa y/(a — x)(b — x) đặt X = a + (b — a) sin 2 1. 
Ví dụ 1.22. Giải phương trình 

\Ị 1 + y/l — X 2 = x(l + 2\/l — X 2 ). 

Giải. Điều kiện |x| < 1. 

^ ' 7Ĩ 7T 

Đặt X = sin í với —— < t < — ■ 

2 2 

Khi đó 

(1.22) <t=> a/I + cost = siní(l + 2 cost) 

/- t . . ^ . 3í t 

o V 2 cos - = sin t + sin 2t = 2 sin — cos - 

2 2 2 

o cos ^(a/ 2 sin ^ — 1) = 0 

t 

cos - = 0 

° 3í 1 

cos TT = —7= 

L 2 y/2 

7T 4tt 5tt 4tt 

Suy ra t = (2Ả: + 1)7T (Ả; G z) hoặc t = hoặc t = -yy- + Ả;G- 

6 3 6 3 

7T 

kết hợp điều kiện ta có í = —■ 

6 

^ - OÍT1 1 - I. 

Vậy X = sin — = -• 

J 6 2 


Ví dụ 1.23. Giải phương trình 


X 6 — 2>x = V X + 2. 


(1.15) 
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Giải. Điều kiện X > —2. 

Với X < — 2 phương trình không xác định. 

Với X > 2 ta có X 3 — 3x = X + x(x 2 — 4) > X > y/x + 2. 
Vậy để giải phương trình ta chỉ cần xét t G [—2; 2]. 

Đặt X = 2 cost với t e [0; 7ĩ]. Khi đó 


. t 

(1.15) 44 cos3í = cos- 


44 


t = 


t = 


M7Ĩ 

Ả)77ĩ 


7 


47T 47ĩ 

Kết hợp với điều kiện ta có t = -7-, t = -77-, t 

5 ’ 7 

47Ĩ 47ĩ 

Vậy X = 2, X = 2 cos —, X = 2 cos —• 

5 7 


= 0. 


Ví dụ 1.24. Giải phương trình 

/ o - - X 2 + 1 (x 2 + l) 2 

+1+ %r - 2x(ì-x>) 


Giải. Điều kiện X 7 ^ 0 và X 7 ^ ±1. 

_ ^ . ( 7Ĩ 7Ĩ\ 7Ĩ 

Đặt X = tan t với t £ — —; — J, í 0 va í ± — • 

Ta có 


(1.16) 44 

44 

44 

44 

44 

44 


44 


112 

cos t sin 2 1 sin 4 1 

1 " 1 1 

——(1 + ——- - - -—) 

cosí 2 sin í 2 sin í. cos2t 

2 sin t. cos 2 1 + cos 2t — 1 = 0 

2 sin í(l — 2 sin 2 1) — 2 sin 2 1 = 0 

sin í (1 — sin t — 2 sin 2 1) = 0 

sin í = 0 
sin í = —1 

. 1 

sin í = - 

L 2 

r 7Ĩ 

£ = — 77 + Ả)27T 
2 

t = — + k2ĩr(k £ z) 


(116) 
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Kết hợp với điêù kiện của t ta có t = 

6 

7T 1 

Vậy phương trình có nghiệm X = tan — = —— 


1.1.6. Phương pháp sử dụng nhiều hơn một ẩn phụ 
Ví dụ 1.25. Giải phương trình 

\J 4x 2 + bx + 1 — 2a/x 2 — X + 1 = 9x — 3. 

Í4x 2 + 5x+1>0 

Giải. Điêu kiện < 9 

\x z — X + 1 > 0 

/ V4x 2 + 5x + 1 = a , 

Đặt w h-X+1 =6 

Khi đó 


(1.17) o a 

to 

1 

cr 

to 

II 

1 

CO 

O (a — b)(a + b — 1) = 


a — b = 0 


a + b — 1 = 0 


r 1 

x - 3 

<t^> 

(a — b = 9x — 3 
|2a = 9x — 2 

r 1 

x= 3 


X = 0 

56 

- x “ 65 


1 56 

Vậy nghiệm phương trình là X = V X = 0: . 2 ' = -V- 

3 65 

Ví dụ 1.26. Giải phương trình 

2{x 2 - 3x + 2) = 3Vx 3 + 8. 


Giải. Điều kiện £ 3 + 8>0<tv-£>— 2 

Đặt u = vV 2 — 2x + 4; ư = \/x + 2, u > 0 , V > 0 . 
Ta có u 2 — V 2 = X 2 — 3.X + 2. 


(1.17) 


(1.18) 
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Lúc đó 

(1.18) o 2(u 2 — V 2 ) = 3uv 

<=> (2u + v){u — 2v) = 0 
u = 2v (do 2u+v >0). 

Tìm X ta giải 

y/x 2 — 2x + 4 = 2\Jx + 2 <t=>x 2 — 6 x + 4 = 0t>£ = 3 ± 13(thỏa mãn). 
Vậy phương trình có nghiệm X = 3 + \/Ĩ3; X = 3 — \/Ĩ3. 

Ví dụ 1.27. Giải phương trình 

X = V3 — x\/4 — X + V5 — X\J 4 — X + V3 — x\/5 — X. 


Giải. Điều kiện 0 < X < 3. 

Đặt \/ 3 — X = a; \/4 — X' = 6, v5 — X = c; a, b, c > 0 ta có hệ phương 
trình. 

" ab + bc + ca = 3 — a 2 ị (a + c)(a + b) = 3 

< ab + bc + ac = 4 — b 2 hay < (6 + c) (6 + a) =4 
[ ab + bc + ac = 5 — c 2 [ (c + ữ) (c + b) = 5 

Suy ra (a + ò)(ò + c)(c + a) = 2\/Ĩ5- 

í ĩi í 23 


Vậy < 


ữ + ò — 2\l - 

b+c=2 ú 

/15 

c + a = w — 

V 4 


a 


4T < 


c = 


4VỊ5 

17 

4a/Ĩ5 

7 

4a/Ĩ5 


suy ra X 


671 

240 


là nghiệm 


của phương trình đã cho. 

Ví dụ 1.28. Giải phương trình 

\/3x + 1 + vd5 — X + \j2x — 9 — vGx — 3 = 0. 


Giải. Đặt vdhr + 1 = a; vV) — X = ò; V^2Ĩ — 9 = c. 

Suy ra a 3 + ò 3 + c 3 = 4.X — 3. 

Khi đó phương trình đã cho trở thành 

(a + ò + c) 3 = a 3 + ò 3 + c 3 hay (a + b)(b + c)(c + ữ) = 0 suy ra a = —6 
hoặc a = —c hoặc b = —c. 

g 

Giải ra ta được nghiệm phương trình là X = —3; X = 4; X = V 

5 
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1.2. Phương pháp ứng dụng các tính chất của hàm 

số 


1. Nếu hàm số y = f(x) đơn điệu thực sự, hên tục trên tập D thì 
phương trình f(x) = k với k là hằng số, nếu có nghiệm X = Xo thì đó là 
nghiệm duy nhất của phương trình. 

2. Nếu hàm số y = f(x) đơn điệu trên tập D và u(x),v(x) là các hàm 
số nhận các giá trị thuộc D thì f(u(x )) = f(v(x)) <tv- u(x) = v(x). 

Một số lưu ý khi sử dụng phương pháp hàm số. 

Vấn đề quan trọng khi sử dụng phương pháp hàm số là chúng ta phải 
nhận ra được hàm số đơn điệu và "nhẩm hoặc tính được nghiệm của 
phương trình việc này có thể nhờ máy tí nli ". 

Để phát hiện được tính đơn điệu của hàm số ta cần nắm vững các tính 
chất. 

Nếu hàm số y = f(x) đồng biến hoặc nghịch biến trên D thì khi đó. 

- Hàm số y = f(x) đồng biến hoặc nghịch biến trên D. 

- Hàm số y = với f(x) > 0 nghịch biến hoặc đồng biến trên D. 

ĩ\ x ) 

- Hàm số y = —f{x) nghịch biến hoặc đồng biến trên D. 

- Tổng của các hàm đồng biến hoặc nghịch biến trên D là hàm số đồng 
biến hoặc nghịch biến trên D. 

- Tích của các hàm số dương đồng biến hoặc nghịch biến trên D là một 
hàm đồng biến hoặc nghịch biến trên D. 


Ví dụ 1.29. Từ tính đơn điệu của các hàm số y = x +3, y = 3 — xvầ 
y = 2 — X nếu nắm được tính chất trên ta phát hiện ra ngay các hàm số 
y = -ựx + 3 + y/x + 3 + X là đồng biến trên tập xác định. 


Hàm số y = 
Hàm số y = 


6 


3 — X 

1 


+ 


2 — X 


đồng biến trên tập xác định của nó. 


X + 3 

Ví dụ 1.30. Giải phương trình 


+ \/3 — X nghịch biến trên tập xác định của nó. 


\/5x 3 — 1 + \/2x — 1 + X = 4. 
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Nhận xét 1.6. Quan sát vế trái của phương trình, từ tính đồng biến 
nghịch biến của hàm bậc nhất và tính chất đơn điệu của hàm số đã nêu ở 
trên, ta thấy vế trái của phương trình là hàm đồng biến trên tập xác định. 
Vế phải của phương trình là hàm hằng nên ta sử dụng tính đơn điệu của 
hàm số để giải bài toán. 


Giải. Điều kiện 5x 3 — 1 > 0 -yt- X > —7= 


Ta có f'(x) = -— II I + , w —— + 1 với mọi X E (— 7=; Tool 

J K J 2 V / 5^Ĩ 3-ự(2x - l) 2 V^5’ ) 

nên hàm số đồng biến trên +00 ] • 

-v5 ' 

Mà /(1) = 4 tức X — 1 là một nghiệm của phương trình. 

Ta chứng minh đó là nghiệm duy nhất của phương trình thật vậy. 

- Nếu X > 1 thì f(x) > /(1) = 4 suy ra phương trình vô nghiệm. 

- Nếu -k= < X < 1 thì f(x) < /(1) = 4 suy ra phương trình vô nghiệm. 

v5 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

Ví dụ 1.31 (Đề thi đề nghị Olyrnpic 30-4 Trường Chuyên Lê Quý Đôn 
Bà Rịa -Vũng Tàu). Giải phương trình 


6x + 1 = 8x ỏ — 4x — 1. 


(1.19) 


Giải. Ta có 


(1.19) <í=^ 6x + 1 + v/6.X + 1 = {2xỷ + 2x 

Xét hàm số f(t ) = t 3 + t là số đồng biến trên R. 

Vậy \/6x + 1 = 2x suy ra 8x 3 — 6x = 1. Nhận xét nếu \x\ >1 thì 
4x 3 — 3 > 1, suy ra |8x 3 — 6x\ = 2\x\(Ạx 2 — 3) > 2. 

Nên nghiệm nghiệm của phương trình đã cho phải thuộc [—1; 1]. 

Đặt X = cos t, t G [0; 7r] khi đó phương trình đã cho trở thành. 


4 cos 3 1 — 3 cos t = I yy cos 3 1 = 


, 7T . , Zn , _ _ 

t = + k^-, k e R. 

y 0 


7Ĩ* Ò7T 1 7Ĩ 

Vậy nghiệm phương trình đã cho là X = cos = cos n ’ x = cos n 

ìy ìy ơ 

Ví dụ 1.32. Giải phương trình 

V2x 3 + 3x 2 + 6x + 16 — \/ 4 — .X = 2\/3. 
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o -2 < X < 4. 


Giải. 

Điều kiện 

Ị 2x 3 + 3x 2 + 6x + 16 > 0 

|4 — X > 0 

Phương trình đã cho có dạng f(x) = 2\/3. 

Trong đó f(x) = \j2x 3 T 3x 2 + 6x + 16 — \[Ẵ — X. 
3{x 2 + X + 1) 1 


nf/\ \ ^ I w I y 

f'(x) = — = -|- - 

V2x 3 + 3x 2 + 6x + 16 2\/4 — 




> 0 với mọi X e (—2; 4) 


V + đx"- + 0£ + 10 
nên hàm số đồng biến trên [—2; 4]. 

Mà /(1) = 2v^3, từ đó ta có X = 1 là nghiệm duy nhất của phương 

trình. 


Ví dụ 1.33. Giải phương trình 

y/x + 2 — v^x 2 + 1 = v^x 2 — ^Tĩ. 


Giải. Biến đổi phương trình đã cho về dạng 

\/x + 2 + ^Tĩ = v^x 2 + v / 2x 2_ +T. 


Xét hàm số f(t ) = + \/t + 1, ta có phương trình f(x + 1) = f(2x 2 ). 

Vì f(t) = yĩ+ \/ĩ + 1 hên tục và đồng biến trên tập xác định nên 

f(x + 1) = f(2x 2 ) -rìr- 2x 2 — X — 1 = 0<=>X = 1,X = —]-■ 

1 


Vậy phương trình có hai nghiệm là X = 1, X = 


2 


1.3. Phương pháp đưa về hệ đối xứng 

1.3.1. Phương trình dạng ýa + f(x) + y/b- f(x) = c 

Đặt u = \Ja + f(x), V = ựò — Jĩx) 

Như vây ta có hệ 

< u n v ..n c , 7 là hệ đối xứng loại I. 

[ií n + u n = a + D & 

Ví dụ 1.34. Giải phương trình 

\/57 - X + y/x + 40 = 5. (1.20) 

Giải. Điều kiện —40 < X < 57. 
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Đặt u = \/hĩ — X và V = y/x + 40 u > 0, V > 0. Ta có 
( 1 . 20 ) <=> 












u + V = 5 
u ị + v ị = 97 

w + V = 5 

[(u + v) 2 — 2uv] 2 — 2 U 2 V 2 = 97 
u + V = 5 

2(wĩ ;) 2 - lOOrn; + 528 = 0 

u + V = 5 
uv = 6 
uv = 44. 

u + V = 5 
uv = 6 
u + V = 5 
uv 

u = 2 
V = 3 
u = 3 
v = 2. 


^ 44 5 (vô nghiệm) 


Với // = 3 và V = 3 ta có 

f ^57- X = 2 __ f 57 - X = 16 

i cmr vo / 

X + 40 = 81 


1 Y ư I «X/ — 

\^/x + 40 = 3 

n I - Q T 7-0 n 1 


suy ra 


suy ra X 


= 41 


Với u = 3 và V = 2 ta có liệ 

(57 — £ = 81 _ 0/f 

< , , n C1 suy ra X = 24. 

(2 + 40 = 81 J 

Vậy 2 = 41 hoặc 2 = 24 là nghiệm phương trình. 


Nhận xét 1.7. Xét về mặt nào đó cách dùng ẩn phụ dưới dạng này có 
vẻ ngược với việc ta thường làm "Chuyển thành bài toán nhiều ẩn nhiều 
phương trình hơn bài toán ban đầu", ở đây do tính chất phức tạp của bài 
toán mà ta đành chịu "thiệt" về số lượng tức làm tăng số ẩn và phương 
trình nhưng lại được cái cơ bản là chuyển được từ bài toán khó về bài toán 
dễ hơn. 


Ví dụ 1.35. Giải phương trình 

vV + tan 2 + \/2 — tan 2 = 3. 
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Giải. 

7Ĩ 

Điều kiện X Ỷ 77 + kn. 
' u = \/ĩ + tanx 


Đặt 


V 


= v ^2 — tan 




(tr = 7 + tan.T 
suy ra < 3 _ 0 

1 V = 2 — tanx 


Từ phương trình đã cho và từ công thức đặt ẩn phụ ta thu được hệ 


u + V = 3 


u 3 + V 3 = 9 


hay 


u + V = 3 

(ư + ư)[(u + u ) 2 — 3 uv} = 9 
ư = 2, V = 3 hoặc ư = 1, V = 2. 


suy ra 


Trở về tìm X giải 
7 + tanx = 8 
2 — tanx = 1 
7 + tanx = 1 
2 — ígx = 8 
(, k , ỉeZ). 



44 tan £ = l 44 x =-7 + kiĩ. 

4 

44 tan X = —6 = tan ữttx=ữ + rì 


1.3.2. Phương trình dạng \J ax + b = r(ưx + u) n + dx + e 

a^0,tí^0,r^0 Với các hệ số thỏa mãn I u l" + d 

{V = br + e 

Cách giải. Đặt Ả/ax + 6 = uy + V. 

1 d e 

(uy + u) = -(ux + v) - X - 

IỴ> lỴi rỵ-i 

1 d 6 

(ưx + u) n = -(uy + v) — —X — - 

^ IỴ* ÍỴ* ÍỴ> 

xứng loại II được giải bằng cácli trừ vế với vế của hai phương trình trong 
hệ để được một phương trình tích. 

Ví dụ 1.36 (Tạp chí toán học tuổi trẻ số 303). Giải phương trình 


Sau đó đưa về hệ 


đây là hệ đối 


V2x + 15 = 32x 2 + 32rr - 20. (1.21) 

15 

Giải. Điều kiện x>—^r- 
( 2 

Biến đổi phương trình đã cho trở thành y/2x + 15 = 2(4.X' + 2 ) 2 — 28. 
Đặt ẩn phụ \j2x + 15 = 4í/ + 2 44 (4 y + 2 ) 2 = 2x + 15 (4 y + 2 > 0). 
Khi đó 


(1.21) 44 (4x + 2 ) 2 = 2y + 15. 
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Vậy ta có liệ phương trình 

ị (4x + 2)2 = 2y + 15 
\{4y + 2) 2 = 2x + lb 

Đây là hệ đối xứng loại hai. 

Giải hệ trên bằng cách trừ vế với vế của hai phương trình ta được 

, _ ' 1 -9 - y/22Ĩ 

nghiệm là X = -XX = - —T - 

5 2’ 16 

Ví dụ 1.37. Giải phương trình 

v^x- 5 = 8x 3 - 36x 2 + 33x - 25. (1.22) 


Giải. 


(1.22)0 ^3x - 5 = (2x - 3) 3 - X + 2. 


Đặt y/3x — 5 = 2y — 3 suy ra (2x — 3) 3 = 3x — 5, khi đó ta có hệ phương 
trình. 

Ị(2x-3) 3 = 2y-3 + x-2 
ịị2y-3) 3 = 2x-3 + x-2 

Giải hệ trên bằng cách trừ vế với vế của hai phương trình trong hệ sau 

đó thế trở lại phương trình đầu ta được phương trình 

X = 2 

(x — 2)(8x 2 — 20x + 11 ) = 0 suy ra 


5± V3 


X = 


Vậy nghiệm phương trình đã cho là X = 2, X = 


5± V3 


1.3.3. Phương trình dạng ự(x)) n + b = ay/af(x ) — b 

Cách giải. Đặt \/af{x) — b = t ta có hệ ị[ỉ ^ x p \°^ 

v v ' yt n + b = aj(x) 

hệ đối xứng loại II. 


đây là 


Ví dụ 1.38. Giải phương trình 

X 2 — 4 = \/x + 4. 


Giải. Điều kiện X > —4. 
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Đặt y/x + 4 = t thì ta có hệ sau ị 

m. í - - 1 ___ , 1 . 


X 2 = t + 4 
t 2 = X + 4 


Trừ vế với vế của phương trình thứ nhất cho phương trình thứ hai trong 
hệ ta được X 2 — t 2 = t — X hay (x — t)(x + t + 1) = 0 suy ra t = X hoặc 
t = —1 — x(t > 0 ). 

»2 — -V, I A ™2 - - 1 ^ A ' // ^ 


Với t = r ta CÓ r = r + 4 hay X — X — 4 = 0 suy ra X = 


so 


1 + \/Ĩ7 


sánh điều kiện X = t > 0 ta có nghiệm phương trình là X = 

z 

Với t = —1 — X khi đó phương trình X 2 = 3 — X hay X 2 + X — 3 = 0 suy 

„ „ ĨỆẾ 27,12 , »« . Ty? 

Ví dụ 1.39 (Đề thi học sinh giỏi tỉnh Thái Nguyên Lớp 10 năm 2011). 
Giải phương trình sau 


X 


+ 1 = 2 ^ 2 x - 1 . 


Giải. Đặt y = \j7Lx — 1 kết hợp với phương trình đã cho ta có hệ 

trừ vế với vế của phương trình thứ nhất cho phương 


X 3 + 1 = 2 y 


\y ỏ + 1 = 2x 

trình thứ hai của hệ ta được (x — y)(x 2 + y 2 + xy + 2) =0 hay X = y (do 

X 2 + y 2 + xy + 2 > 0 với mọi X, ỳ). 

o —li y/E 

Thay lại được X' — 2x + 1 = 0 suy ra X = 1, X = - — —— 


1.3.4. Phương trình dạng X = a + y/a + y/x 

Cách giải. Đặt a + ựĩ: = t phương trình đã cho tương đương với 

{ T ,_ a ^_ là hệ đối xứng loại II. 

Ị t CL I \ị oc 

Ví dụ 1.40. Giải phương trình 

X = 2007 + \J 2007 + \fx. 

Giải. Điều kiện X > 0. Đặt 2007 + sjx = t. Ta được hệ phương trình 
Ị X = 2007 + y/ĩ 
h = 2007 + yfx 
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Lấy phương trình đầu trừ đi phương trình thứ hai vế với vế ta được 
X — t = \ft — y/x hay (y/ĩ — y/x)(y/ĩ + y/x + 1) = 0 suy ra X = t. 

Khi đó ta có phương trình X— yfx— 2007 = 0 suy ra X = 

(do X > 0). 


8030 + 2x78029 


1.3.5. Phương trình dạng -ựax + b = r(ux + v) n + e. 

Với a Ỷ 0, u Ỷ 0, T Ỷ 0. 

Với các hệ số thỏa mãn 


u = ar 
V = br + e 


1 


(uy + v) n = -(ux + v) 

Cách giải đặt \/ax + b = uy+v. Sau đó đưa về hệ ^ r ị 

(ux + v) n = -(uy + V ) 

V r 

hệ này được giải như hệ đối xứng loại II bằng cách trừ vế với vế của hai 
phương trình trong hệ để được một phương trình tích. 

Ví dụ 1.41. Giải phương trình 


r 

e 

r 


4x + 9 2 

——— = ĩx + 7. 
28 


9 

Giải. Điều kiện x>—-- 

4 


Phương trình đã cho tương đương với 


4.X' + 9 . 1 \ ọ 7 

„ ý^= (x+ 2> 4 

7 1 


X 9 

Kiểm tra a = b = -7“, r = 7, e = — - 7 ,ư=l,ư = 7 (thỏa mãn). 

7 28 I 2 ; 


rviern rra a = , 7 = 7 , e = — 

7 . _ 28 

1 /4x + 9 

Đặt!/ + i = VyV 

I)? + rrĩí + hị 

Đây là hệ đối xứng loại II trừ vế vớ 

__ 1 ‘21 --- _. 1 • 


Đây là hệ đối xứng loại II trừ vế với vế sau đó rút y theo X thế vào 
phương trình đầu giải ra ta được nghiệm phương trình là 
—6 ± x/5Õ —49 ± x/3997 


14 


84 
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1.4. Phương trình giải bằng phương pháp so sánh 

1.4.1. Áp dụng tính chất đơn điệu của hàm số để giải phương 
trình vô tỷ 

Ta áp dụng tính nghịch biến của hàm y = a x khi 0 < a < 1 và đồng 
biến khi a>l để giải phương trình chứa căn. 

Ví dụ 1.42. Giải phương trình 

yfĩ — X + \fx — 1. 

Giải. Điều kiện 0 < X < 1. 

Từ điều kiện suy ra 

> X, \[\ — X > 1 — X > 1 — tfx. 

Vậy yfĩ — X + yfx > 1. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi X = 0, X = 1. 

Đáp số X = 0, X = 1 là nghiệm của phương trình. 

Ví dụ 1.43. Giải phương trì nh 

5 \fx + 1 — 5x = 1. 

Giải. Điều kiện 0 < X < -• 

5 

Từ điều kiện suy ra 

hyfx > 5x, yi -5x > 1 - 5x > 1 - hỷx. 

Vậy + ^1 - 5x > 1. 

Dấu bằng xảy ra khi X = 0. 

Đáp số X = 0. 


1.4.2. Sử dụng bất đẳng thức luỹ thừa để giải một số phương 
trình vô tỷ 


Một số bất đẳng thức lưu ý. 

1 - Với A, B > 0 ta có 

ưpỉ < 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi A = B. 
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2- Với A, B, c > 0 ta có 
ĩlÃ+ỳB + 1/C ^ ỊA + B + C . 

'3 - V 3, r) ' 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi A = B = c. 

Ta chứng minh các bất đẳng thức trên 

Với ữ, b > 0, n, m E N*, ta có bất đẳng thức 


a 


m+n 


+ b m+n > \{a m + b m )(a n + b n ). 


Thật vậy bất đẳng thức trên tương đương với 

a m+n _|_ b m+n > a m b n _|_ a n b m ^ ựn _ b m^ a n _ 5«) > 0 (hiển 


đúng). 


Ta có 

2 ^ Ặ( a + b)(a n ~ l + b n ~ l ) >■■■> Ặ(a + b) n . 

Đặt a n = A, b n = B ta được bất đẳng thức (*). Ta chứng minh 
(Á + b n + c (a + b + c\ n 


[a + ù + c\ n 
y - 2 —J ,a,b,c > 0. 

//7 -I- /i -I- n 


Đặt a = 21 , b = B ta đư 
(Á + 6 n + c n ^ /a + b + ( 

3 ” V 3 

Xét p = a n + 6 n + c n + ( y 

_ . a + b\ n „ (C + Q +^+ c \ n / 

hay , p - _ 2 ( 2 ) + 2 (^r-) M 

a + b + c^ n 
3 ) 


■a + b + c+ ^± 1 ^ 


T _ a n + b n + c n / a + ò + c\ n 

y 3 ' / ( 3 —) 

Đặt a n = A,b n = B, c n = c. 

Biến đổi bất đẳng thức đã cho 

A + B + C^ ịVÃ+VB+y/C\n, ỰÃ+ Ựb + Vc 


> 


\ n 

) hay 


3 - V 3 

Bất đẳng thức (**) được chứng minh. 

Ví dụ 1.44. Giải phương trình 

\J 4x 2 + X — 4 + \/6 — ẩx 2 — X = 2. 


< 


Giải. Điều kiện 


4.T 2 + £ — 4 > 0 


6 — ẩx 2 — X > 0 
Áp dụng bất đẳng thức (*) ta có 

V4x 2 + X — 4 + V6 — 4x 2 — X < 2\l- = 2. 

Á 


nhiên 



rì +B + ơ 
3 
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Dấu bằng xảy ra khi 

Vẩx 2 + X — 4 = y/6 — 4x 2 — X hay 4x 2 + X — 4 = 6 — 4x 2 — X suy ra 

* * _5 

X = 1, X = — - 

4 

5 

Vậy nghiệm phương trình là X = 1, X = — - 
Ví dụ 1.45. Giải phương trình 


2yfx + y/3 — 2x = 3. 

Giải. Điều kiện 0 < X < — 

2 

Áp dụng bất đẳng thức (**) ta có 

_ /——— „ „ /x + x + 3 — 2x 

yfx + sjx + V3 — 2x < 3y-G--= 3. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi ựx = V3 — 2x suy ra X = 1. 
Vậy nghiệm của phương trình là X — 1. 


1.4.3. Sử dụng một số bất đẳng thức quen thuộc so sánh các 
vế của phương trình vô tỷ 

1- Bất đẳng thức Cauchy. 

Với mọi bộ số (Xị, Di) ta luôn có bất đẳng thức sau 

n n n 

C^XiVi) 2 < 

i=1 i=\ i=1 

Dấu đẳng thức xảy ra khi bộ số (xị) và (y,) tỉ lệ nhau, tức là tồn tại 
cặp số thực a, /3 không đồng thời bằng 0, sao cho 
OiXị + / 3yi = 0 với mọi i = 1, 2, 3, ... n 
Áp dụng cho các số ữ, 6, c, d ta có 

(<ac + bcl ) 2 < (ữ 2 + ò 2 )(c 2 + d 2 ). 

_ Ắ 9 ữ b 

Dâu đăng thức xảy ra khi — = -• 

c d 

2- Bất đẳng thức trung bình cộng trung bình nhân 

_ ố J _ ' x + • • • + x n „r—— -— 

Cho 11 sô dương Xi, X 2 , ■ ■ ■, x n ta có---- > -ỰXIX 2 ■ ■ ■ x n 

n 

Dấu đẳng thức xảy ra khi X\ = X 2 = • • • = x n 
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/ ^ ^ u —Ị— b Ị - — s o s L> 

Ap dụng cho hai sô dương a, b ta có —-— > V ab. Dâu đăng thức xảy 
ra khi a = b. 


Ví dụ 1.46 (Đề thi đề nghị Olympic 30-4 THPT Chuyên Bến tre). Giải 
phương trình 

2 V 2 , _ 

+ \fx = \Jx + 9. 


y/x + 1 

ị X + 1 > 0 

Giải. Điều kiện < X > 0 -<4- X > 0. 

[x + 9 > 0 

Áp dụng bất đẳng thức Cauclry cho hai cặp số sau 


a = 2 y/2, b = yjx + 1, c = , d = == , khi đó 

\/x T 1 "X/ rư H - 1 

2 V 2 




1 /——7- \/P \ 2 

+ V X + 1- 


\/X -|- T 


\/X T - ! 


< (8 + X + 1) ( 


1 X 

+ 


X + 1 X + 1 


2y/2 

Suy ra T== + y/x < a/9+”x. 


Dấu ÍTĨy ra khi 1 suy ra 

V^TĨ v^Tĩx/^n 

1 


x i 


1 


Vậy X = - là nghiệm phương trình. 

Ví dụ 1.47 (Đề thi đề nghị Olympic 30-4 Trường Chuyên Thăng Long 
Đà Lạt Lâm Đồng). Giải phương trình 

\/4x — 1 + \/8x — 3 = 4x 4 — 3x 2 + 5x. 


Giải. Điều kiện 8 x — 3 > 0 <=> X > y-- 

8 

Với điều kiện trên ta chia cả hai vế của phương trình trên cho X ta được 

V4x - 1 $8x — 3 3 

———- H-——— = 4x 3 — 3x + 5. 

íT> íT> 

th th 

/ o 

Theo bât đăng thức trung bình cộng và trung bình nhân ta có 
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\J\x — 1 4x — 1 — 1 v -^ 8 a: — 3 8x — 3 + 1 + 1 + 1 

< -= 2 và —-< --—--= 2 


X _ 2x 

Do đó + ỳỄrEl < 4 , 




4x 






1 


Đẳng thức xảy ra khi X = y-- 

2 

Mặt khác 4 t 3 — 3x + 5 = 4x 3 — 3x + 1 + 4 = (2rr — l) 2 (x + 1) + 4 > 4 
^ 3 

với X > -• 

- o 


Đẳng thức xảy ra khi X = — • 

3 


1 


Vậy phương trình có nghiệm là X = -• 

2 


Ví dụ 1.48. Giải phương trình 

X + a/2 — X 2 = X 2 + 

x z 

Giải. Điều kiện 2 — X 2 > 0 o —\/2 < X < \/2, r/0. 

Ta có X + a/2 — X 2 < 2,x 2 + \ > 2 

x z 

Hai vế phương trình bằng nhau khi và chỉ khi X = 1. 
Đáp số X = 1. 


Ví dụ 1.49. Giải phương trình 

\/2x — 1 = X 3 — 2x 2 + 2x. 

Giải. Điều kiện 2x — 1 > 0 > -• 

2 


, \/2x — 1 

Biến đối phương trinh đã cho thành —-= 1 + (x 

m , V2x - 1 Jl{2x-l) ' 1 + 2X-1 „ 

Ta có —- = 2 V v - - < 2 _ _ -= 1. 


- 1 ) : 


2x 


Còn 1 + (x — l ) 2 > 1. 

Hai vế bằng nhau khi và chỉ khi X = 1 
Đáp số X = 1. 


2.2x 


Ví dụ 1.50. Giải phương trình 

\/2x 2 — 1 + x\j2x — 1 = 2x 2 . 
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r 2 t 2 — 1 > 0 1 

Giải. Điều kiện < 77 1 -74- X > y-- 

I 2x - 1 > 0 2 


,_ __- , - - V 2 x 2 - 1 , V2^ĩ n 

Biên đôi phương trình đã cho thành -- 1 - --= 2 

íT“ íT> 

th th 

. . . , y/2x-l ^ v V 2 x 2 - 1 ^ , 

Tương tự ví dụ trên ta có -< 1 và ---< 1. 


X 


x z 


y/2x — 1 V 2 x 2 — 1 
Vậy —— - 1 -- < 2. 

íT> íT> z 

th th 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1 
Đáp số X = 1. 

Ví dụ 1.51 (Đề thi đề nghị Olyrnpic 30-4 Trường Nguyễn Bỉnh Khiêm 
Quảng Nam). Giải phương trình 

X 4 + 2006rc 3 + 1006009.T 2 + x- V2x + 2007 + 1004 = 0. (1.23) 


Giải. Điều kiện 2x + 2007 >0rìx> 


2007 


Phương trình đã cho tương đương với phương trình 

1 


(1.23) x 2 (x 2 + 2X.1003 + 1003 2 ) + Ạ2x + 2007 - y/2x + 2007 + 1) = 0 

o x 2 [x + 1003) 2 + ị(V2x + 2007 - l ) 2 = 0 

At 




x[x + 1003) = 0 


<h> X = —1003 


y/2x + 2007 - 1 = 0 

Vậy X = —1003 là nghiệm của phương trình. 

Ví dụ 1.52 (Đề dự bị Olyrnpic 30-4 Chuyên Hùng Vương). Giải phương 
trình 


Ax = 

Giải. Điều kiệu X > 0. 


\ 


30 + — ]j 30 + — ^30 X 30. 


ải. Điều kiệu X > 0. 

ị I J 4x = \Ị 30 + — v^30 + u 

Đặt \ / 30 + 30 + X = u, u > 0 ta thu được hệ * Ị - ậ - 

ỊV 1 [ 4 ư=ỳ3(^p3C 

Giả sử X > u suy ra 4 u = ^30 + -V30 + X > y^30 + -V30 + u = 4ax 


4ư — W30 H—-^30 + 
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Vậy X = tí và 


ta thu được phương trình 4.X' = \ị 30 + - \/30 + X 

Đặt V = -V30 + X ta thu được hệ ị\ x ~Ị~ — 

4 \4ư = V30 + X 

Gải sử X > V suy ra 4u = V30 + X > V30 + V = ẩx. 

Giả sử X > V suy ra 4v = V30 + X > \/30 + V = ẩx. 

Vậy X — V ta thu được phương trình 

4x = V30 + X hay |^ 2 °_ x _ 3 Q = Q suy ra X = - + ^ 1921 

lv 1 + \/Ĩ92Ĩ 

Vậy nghiệm phương trình là X = -Vv- 

32 

Ví dụ 1.53. Giải phương trình 

■\/—x 2 + 3x — 2 + v^+3 = 2. 


32 


Giải. 


Điều kiện 


—X 2 + 3x — 2 > 0 


44 1 < £ < 2 . 


X + 3 > 0 

Suy ra \Jx + 3 > 2. Vậy \/—x 2 + 3x — 2 + \/x + 3 > 2. 
Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi X = 1. 

Ví dụ 1.54. Giải phương trình 

+ yj\ — X + yj\ — X = 2. 


Giải. Điều kiện 0 < X < 1. 

Ta có sjx > X , dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi X = 0, X = 1. 
a/Ĩ — X > 1 — X, dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi X = 0, X = 1. 
\/l + X > 1, dấu bằng xảy ra khi X = 0. 

Suy ra y/x + V 1 + X + \/T — x > 2. 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 0. 

Vậy X = 0 là nghiệm của phương trình. 


1.4.4. Sử dụng tính chất véc tơ 
Tính chất 1.1. \ã + b\ < \ã\ + |ò|. 

Dấu bằng xảy ra khi hai vectơ ã và b cùng hướng, điều này xảy ra khi 
ã = kb với mọi số thực dương k. 
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Dạng phương trình 

. Ị -p 2 { /T* Ị /1 2 Ị / /"12 / /y* Ị Ị—ỉ 2 / ỉ~) 2 'T* ^ Ị /^72 

A / / 1 th Ị I -/ X I w 1 Ị I -/—/ ^ \ 'h J I • 


Với 

Đặt 


/(x) + g(x) = h(x) 
A + B = Ó 
'a= ự(x);A) 
b= (g(x)]B) 


Suy ra <2 + ò = (/(x) + g(x); A + B) = (h(x); c ) (A, B, c có thể là các 
biểu thức chứa x). 

Phương trình đã cho trở thành |a + ò| = \ã\ + |ò|. 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi hai vectơ ã, b cùng hướng hay 
ã = kb với mọi số thực dương k. 


Ví dụ 1.55 (Tuyển tập olympic 2003). Giải phương trình 


Vx 2 - 8x + 816 + Vx 2 + lOx + 267 = V2ÕÕ3. 


Giải. Đặt X) % suy ra ã A b = (9; 31\/2). 

1(5 + x; 11V2) = b v 7 

Ta có \ã\ = y/X 2 — 8 x T 816; |ò| = \Jx 2 + lOx + 267; \ã+b\ = V 2003 . 

Phương trình đã cho trở thành |a + ò| = \ã\ + |ò|. 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi hai véc tơ ã, b cùng hướng điều 

này tương đương với 


ã = kb với mọi số dương k. Khi đó 4 



(5 + x). Giải ra ta được 


56 


X = — 


31 


Vậy nghiệm của phương trình là X = 


56 

31 
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Chương 2 


Một số phương pháp giải phương 
trình vô tỷ chứa tham số 


2.1. Sử dụng phương pháp biến đổi tương đương 

2.1.1. Phương trình dạng y/ f(x, ra) = \Zg(x, ra) 

Cách giải. Ta thường biến đổi phương trình trên về hệ 
Ịg(x, ra) có nghĩa và g(x, ra) > 0 
\f(x ì m) = g 2 (x,ra) 

Nhận xét 2.1. Không cần đặt điều kiện f{x,rrì) > 0 
Ví dụ 2.1. Giải biện luận phương trình 

\ị X 2 — 1 — X = ra. 

(X > 


Giải. Ta có 


hay 


IX ^ —ra 
\2rnx = —ra 2 — 1 


X + ra > 0 
X 2 — 1 = (x + ra) 2 
Ta xét các trương hợp. 

Với ra = 0 hệ vô nghiệm do có một phương trinh thứ hai trong hệ vô 
nghiệm. 

Với ra 7 ^ 0 hệ có nghiệm khi và chỉ khi phương trình 2mx = —ra 2 — 1 
có nghiệm thỏa mãn X > — ra điều này xảy ra khi-— > — ra hay 

ra 2 — 1 w 

—--> 0 suy ra ra > 1 hoặc —1 < ra < 0 

2 ra 

Vậy ra > 1 hoặc — 1 < ra < 0 là giá trị cần tìm. 


2 ra 
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2 . 1 . 2 .Phương trình dạng y/ f(x, m) + y/g(x, m) = y/h(x, m) 

Cách giải. Biến đổi phương trình trên tương đương với hệ 

{ f(x, m) có nghĩa và f(x, m) > 0 
g{x, m) có nghĩa và g(x, ra) > 0 
f(x, ra) + g(x, ra) + 2 yfJ(x ' m)g(x } ra) = h{x, ra) 

Ví dụ 2.2. Tìm rn để phương trình sau có nghiệm 

\ị—X 2 + 3x — 2 = a/ 2 m + X — X 2 . 

Giải. Tạ có 

ị —X 2 + 3x — 2 > 0 r 1 < rư < 2 

\x = m + 1 y \x = m + 1 

Do đó điều kiện để phương trình có nghiệm làl<m + l<2 hay 
0 < m < 1 


ọ 

2.2. Sử dụng phương pháp đặt ân phụ 


2.2.1. Một số dạng thường gặp 

Cách đặt ẩn phụ trong trường hợp bài toán phương trình vô tỷ chứa 
tham số giống như cách đặt ẩn phụ trong trường hợp phương trình vô tỷ 
không chứa tham số đã được trình bày ở chương trước. Sau đây là một số 
ví dụ minh họa. 


Ví dụ 2.3. Với giá trị nào của rn phương trình sau có nghiệm? 

2(x 2 — 2x) + \/X 2 — 2x — 3 — m = 0. 

Giải. Điều kiện X 2 — 2x — 3 > 0. 


Đặt Vx 2 — 2x — 3 = t với t > 0. 

Khi đó phương trình đã cho có dạng 

2(x 2 — 2x — 3) + Vx 2 — 2x — 3 —m +6 = 0 hay f(t ) = 2t 2 +t—m+6 = 0. 
Phương trình đã cho có nghiệm khi f(t ) = 0 có ít nhất một nghiệm 
không âm. Điều này tương đương với. 

I— n / /"V \ ^ I — ^ 


a.m < 0 
A > 0 

a.f( 0 ) > 0 hay 

s ' ' 

^>0 


6 — m < 0 
' 8 m — 47 > 0 
6 — m > 0 
1 . 

-i>0 
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Vậy phương trình có nghiệm khi và chỉ khi m > 6. 


2.2.2. Đặt ẩn phụ đưa về hệ phương trình đối xứng 
Ví dụ 2.4. Với giá trị nào của a thì phương trình sau có nghiệm 

1 — X + A^l + X = a. 

'yi — X = u 


Giải. Đặt 


suy ra u 3 + V 3 = 2. 


+ X = V 

Khi đó phương trình đã cho được chuyển về hệ. 
Ị u 3 + V 3 = 2 ị (u + v) (u 2 + V 2 — uv) = 2 

\u + V = a y \u + V = a 

a. Nếu a = 0 thì hệ vô nghiệm. 

b. Nếu a Ỷ 0 thì hệ được biến đổi như sau 


suy ra 


a(u 2 +v 2 — uv) 
u + V = a 


= 2 


9 9 " 

u + V — uv = - 


a 


hay i + “) 2 - 3 ™ = a 


suy ra 


u + u = a {u + V = a 

Phương trình đã cho có nghiệm khi và chỉ khi 


’ u + V = a 

1,0 _2 

uv = -[a - 

3 V a 


2 8 _ 

a 2 — 4ơa 2 — -) > 0 hay —— > 0 suy ra 0 < a < 2. 
o 


ó a 3 ữ 

Vậy phương trình có nghiệm khi 0 < a < 2. 


2.3. Sử dụng định lí Lagrange 


Định lí Lagrange Cho hàm số f(x) hên tục trên [a; b\ và tồn tại đạo 
hàm trên (a; 6) luôn tồn tại một số c G (a; 6) sao cho 

/(*>) - /(«) 


/'(c) = 


b — a 


Từ đó ta có thể sử dụng định lí Lagrange để thực hiện yêu cầu đặt ra cho 
phương trình là. 

Bài toán. Chứng minh phương trình có nghiệm 

Từ định lí Lagrange nếu f(a) = /(6) thì tồn tại c G (a; ò) sao cho 


f(c ) = —-y-—-= 0 liay phương trình f'(x) = 0 có nghiệm thuộc 


(a; ò). 


b — a 


Vậy để áp dụng được kết quả trên vào việc chứng minh phương trình 
f(x) = 0 có nghiệm trong (a; 6) điều quan trọng nhất là nhận ra được 
nguyên hàm F(x) của hàm f(x). Cụ thể là ta thực hiện các bước sau. 
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Bước 1. Xác định hàm số F(x) khả vi hên tục trên [a; b} và thỏa mãn 
F'{x) = f(x) và F(a) = F(b). 

f ( Ci) 

Bước 2. Khi đó tồn tại một số c G (a; b) sao cho f'(c ) = ---. 

b — a 

Vậy phương trình f(x) = 0 có nghiệm X = c. 

Ví dụ 2.5. Chứng tỏ rằng với a + 3Ò = 27, phương trình 

2 (6x — b)\/x + 1 = a 

luôn có ít nhất một nghiệm dương. 

Giải. Biến đổi phương trì nh về dạng 

6 x — b = -— - hay -— . — 6 x + b = 0. 

2 v/xTĨ 2 V^n 

Xét hàm số F{x) = a\/x + 1 — 3x 2 + bx khả vi hên tục trên (0; +oc) 


có F'{x) = 


a 


— 6 X + b 


2 y/X + 1 

và F(3) - F(0) = (2a - 27 + 3Ò) - a = a + 3Ò - 27 = 0. 
Khi đó tồn tại c G (0; 3) sao cho 


F'(x) = rìd 2M hay 


a 


3-0 2VỠTĨ 

đã cho luôn có ít nhất một nghiệm c G (0; 3). 


— 6 c + b = 0 tức là phương trình 


2.4. Sử dụng phương pháp điều kiện cần và đủ 

Phương pháp điều kiện cần và đủ thường tỏ ra khá hiểu quả cho các 
dạng toán tìm điều kiện của tham số để. 

Dạng 1: Phương trình có nghiệm duy nhất. 

Dạng 2: Phương trì nh có nghiệm với mọi giá trị của tham số. 

Dạng 3: Phương trình nghiệm đúng với mọi X G D. Khi đó ta cần thực 
hiện các bước: 

Bước 1: Đặt điều kiện để các biểu thức trong phương trình có nghĩa. 

Bước 2: Tìm điều kiện cần cho hệ dựa trên việc đánh giá lioặc tính đối 
xứng của hệ. 

Bước 3: Kiểm tra điều kiện đủ trong bước này cần có một số kỹ năng 
cơ bản. 
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Ví dụ 2.6. Tìm m để phương trình sau có nghiệm duy nhất 

y/l — X 2 + 2\/l — X 2 = m. 

Giải. Điều kiện cần. 

Nhận xét rằng phương trình có nghiệm Xo thì cũng nhận —Xo làm 
nghiệm. 

Do đó phương trình có nghiệm duy nhất thì điều kiện đủ là Xo = —Xo 
thay vào phương trình ta có 171 = 3. 

Điều kiện đủ. 

Với m = 3 khi đó phương trình có dạng y/l — X 2 + 2\/l — X 2 = 3. 

Vì ị 3 /ị x 0 — I suy ra \/l — X 2 + 2\/l — X 2 < 3. 

[vl — x z < 1 

f \/ 1 — X 2 =■ 1 

Do đó phương trình có nghiệm khi và chỉ khi < 3/4-T' hay 

[ V 1 — x z = 1 

X = 0. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 171 = 3. 

Ví dụ 2.7. Tìm m để phương trình sau nghiệm đúng với mọi X > 0. 

\ị X 2 + 2x — m 2 + 2 m + 4 = X + m — 2. 

Giải. 

Điều kiện cần. 

Giả sử phương trình đã cho có nghiệm với mọi X > 0 tliì X = 0 cũng 
là một nghiệm của phương trình khi đó thay X = 0 vào phương trình ta 
được 

/- õ ; n -—r p, n [m — 2 > 0 

v—m + 2m + 4 = m — 2 hay < , A _ o^2 su y ra 

J -j- 2m + 4 = (m — 2) J 

171 = 3. 

Điều kiện đủ. 

Với 171 = 3 khi đó phương trình đã cho có dạng 

\J X 2 + 2x + 1 = .2' + 1 phương trình này luôn đúng với mọi X > 0. 

Vậy 171 = 3 là giá trị cần tìm. 

2.5. Sử dụng phương pháp hàm số 

Kiến thức cần nhớ 
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Cho hàm số y = f(x) hên tục trên D. 

Phương trình f(x) = g(m) với m là tham số có nghiệm X E D khi và 
chỉ khi min f(x) < g(m) < ma xf(x). 

Bất phương trình f(x) < g{m) có nghiệm X G D khi và chỉ khi 
min f(x) < g(m). 

Bất phương trình f(x) < girrì) nghiệm đúng với mọi X G D khi và chỉ 
khi max/(x) < g{m). 

Bất phương trình f{x) > g{m) có nghiệm X G D khi và chỉ khi 
max f(x) > g(m). 

Bất phương trình f(x) > g(m) có nghiệm đúng với mọi X G D khi và 
chỉ khi min f(x) > g(m). 

Nhận xét 2.2. Trong trường hợp không tồn tại min f(x), max/(x) thì 

ta sẽ lập bảng biến thiên của hàm số y = f(x) trên D. Sau đó căn cứ vào 
bảng biến thiên để kết luận cho bài toán. 

Dạng toán thường gặp là bài toán tìm giá trị của tham số m sao cho 
phương trình chứa tham số m có nghiệm ta làm như sau. 

1. Biến đổi phương về dạng f(x) = g(m). 

2. Tìm max f(x); min f(x) (nếu có). Nếu f(x) không đạt giá trị max f(x) 
hoặc min f{x) thì ta phải tí nh giới hạn và lập bảng biến thiên của hàm số 
y = f(x) trên D. 

3. Từ bảng biến thiên suy ra giá trị m cần tìm. 

Chú ý 2.1. Trong trường hợp phương trình chứa các biểu thức phức tạp 
ta có thể đặt ẩn phụ. 

- Đặt t = ộ(x) (ộ(x) là hàm số thích hợp có mặt trong f(x)). 

- Từ điều kiện ràng buộc của X (E D ta tìm điều kiện t e K. 

- Ta đưa phương trình về dạng f(t ) = h(m). 

- Lập bảng biến thiên y = f(t ) trên I\. 

- Từ bảng biến thiên suy ra kết luận của bài toán. 

Ví dụ 2.8 (Tuyển sinh Đại học Cao đẳng khối A năm 2004). Tìm m để 
phương trình sau có nghiệm. 

m(V 1 + X 2 — s/l — X 2 + 2) = 2a/i — X 4 + Vl + X 2 — s/l — X 2 . 
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Giải. Điều kiện — 1 < X < 1. 


Đặt y/l + X 2 — \J 1 — X 2 = t với X e [—1; 1]. 

_ . X X /11 

Ta có t = , H- , = X ( , H— , 

\/l + X 2 \/l — X 2 '\/l + X 2 \/l — X 2 

t' = 0 suy ra X = 0 với X G [—1; 1] ta có bảng biến thiên. 


X 

-1 0 1 

ĩ 

- 0 + 

t 

«1 

\ 

o 

/ 

rì 


Như vậy 0 < t < y/2. 

Phương trình (2.11) tương đương với phương trình sau 

—ị 2 ị 2 

m(t + 2) = 2 — t 2 + t, t G [0; \/2] hay m =- ' —— 

ị I ^ 

4 

Đặt m = g(t) = —1 + 3 — —— t G [0; v^2] khi đó (/(£) = 

t I ^ 

g'(t) = 0 suy ra t = 0 ta có bảng biến thiên 


4 

TPrì 5 


t 

0 y/2 

9'if) 

1 

o 


T— H 

rì 

/ 

T— H 


Như vậy phương trình có nghiệm khi m G [\/2 — 1; 1]. 


Ví dụ 2.9. "Đại học cao đẳng khối A năm 2007". Tìm m để phương trình 
sau có nghiệm thực. 


Sy/x — 1 + my/x + 1 = 2\J X 2 — 1. 


Giải. 


Điều kiện X > 1. 

^ Ịx — 1 

Phương trình đã cho tương đương với 3(7/ —— 

V 1 + 1 

Ị £ — ĩ/ 

F)ăt t = 7/ —-- vơi X > 1 . 


) 2 + m = 2‘ 


lx — 1 

X + 1 


Đặt t = 7/ —— với X > 1. 

V ./• ! 1 

m ' £ — 1 
Ta có 0 < —-- = 1 — 


X + 1 


X — 1 


< 1 suy ra 0 < t < 1. 


47số hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thải Nguyên 


http://www. lrc-tnu.edu. vn 





Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


47 

Xét phương trình theo ẩn t với t E [0: 1) có dạng 
3 1 1 + m = 21 hay m = —3 i 2 + 2í,t Ễ [0; 1). 

Xét hàm số f(t) = —3 1 2 + 2í,í G [0; 1) 

Bảng biến thiên 


t 

0 1 1 

m 

0 ^ \ -1 


, 1 

Như vậy phương trình đã cho có nghiệm với m G (—1; - 

3 
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Chương 3 

Một số cách xây dựng phương trình 
vô tỷ 


Phương trình vô tỷ có nhiều dạng và nhiều cách giải khác nhau. Người 
giáo viên ngoài việc nắm được các dạng phương trình và các phương pháp 
giải chúng cần phải biết xây dựng lên các đề toán khác nhau làm tài liệu 
giảng dạy. Trong phần này tác giả xin trình bày một số cách xây dựng lên 
các phương trình vô tỷ, hy vọng sẽ đem lại những điều bổ ích. 


3.1. Xây dựng phương trình vô tỷ từ các phương 
trình đã biết cách giải. 

Con đường sáng tạo ra những "phương trình vô tỷ" là dựa trên cơ sở 
các phương pháp giải đã được trình bày. Ta tìm cách "che đậy" và biến 
đổi đi một chút ít để dấu đi bản chất, sao cho phương trình thu được dễ 
nhìn về mặt hình tliức và mối quan hệ giữa các đối tượng tham gia trong 
phương trình càng khó nhận ra thì bài toán càng khó. Ta tìm hiểu một số 
cách xây dựng sau 


3.1.1. Xây dựng phương trình vô tỷ từ phương trình bậc hai. 


Từ phương trình dạng at 2 + bt + c = 0 ta thay thế t = \Jf{x) ta sẽ 
nhận được một phương trình vô tỷ đặt ẩn phụ đưa về phương trình bậc 
hai để giải. 


Ví dụ 3.1. Từ phương trình 2 1 2 — 7t + 3 = 0ta chọn t = 



+ X + 1 

X — 1 
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ta được phương trình vô tỷ sau. 


2 ^ + £ + Ị _ /^ + £+1 =0 


X — 1 


X — 1 


hoặc biến đổi để bài toán trở nên khó hơn bằng cách nhân cả hai vế 
của phương trình trên với X — 1 ta được phương trình sau 

3(x — 1) + 2{x 2 + X + 1) = 7 \/x 3 — 1 

từ phương trình này ta xây dựng lên một bài toán giải phương trình vô tỷ 
như sau. 

Bài toán 3.1. (Đề thi đề nghị Olyrnpic 30/4/2007) Giải phương trình 

2x 2 + 5x — 1 = 7Vx 3 - ĩ 

Hướng dẫn 3.1. Phương trình này đã được giải bằng phương pháp đưa 
về dạng phương trình bậc hai như phương trình ban đầu xây dựng. 

Một số dạng phương trình sau được giải bằng phương pháp đặt ẩn phụ 
đưa về dạng phương trình bậc hai. 

t 2 - d 

Dạng 1. ax + b + y/cx + d = 0 đặt y/cx + d = t khi đó X = --— ta 

c 

thu được một phương trình bậc hai ai 2 + ct + bc — ad = 0. 

Dạng 2. A(y/a + X + y/a — x) + B\J a 2 — X 2 = c. 

Đặt t = y/a + X + \Ja — X suy ra t 2 = 2ữ + 2 a 2 — X 2 . 

/ — 2(2\ 

Ta thu được phương trình bậc hai At + B y — 2~) = c ' 

Dạng 3. A(x + y/x + a) + B(x 2 + X + 2xy/x + a) + c = 0. 

Đặt t = X + \Jx + a suy ra i 2 = X 2 + X + a + 2 Xy/x + a. 

Ta thu được phương trình bậc hai At + B(t 2 — a) + c = 0. 

Dạng 4. A(x + Vx 2 + a) + B(x 2 + X\J 'x 2 + à) + c = 0. 

Đặt t = X + \JX 2 + a khi đó t 2 = 2x 2 + 2 X\JX 2 + a + a hay 

2 , / t 2 - a 

X + x\j x A + a = ——— 

“ t 2 -a 


Cuối cùng ta thu được phương trinh bậc hai At + B- 


+ c = 0. 
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Bây giờ muốn tạo ra các phương trình vô tỷ mới ta có thể thay thế 
A, B , c, a, b, c bằng các số "hoặc các biểu thức" theo ý muốn là ta sẽ được 
các dạng phương trình vô tỷ được giải theo phương pháp đặt ẩn phụ đưa 
về phương trình bậc hai. 

Ví dụ 3.2. ( Cho dạng 2.) 

Chọn A = 1, B = 2, ơ = 4, <2=1 ta được bài toán sau. 

Bài toán 3.2. Giải phương trình phương trình 

\/l — X + \/l + X + 2a/1 — X 2 = 4. 

Hướng dẫn 3.2. Điều kiện — 1 < X < 1. 

Đặt a/Ĩ — x + \/l + X = t, t > 0 suy ra t 2 = 2 + 2y/l — X 2 . 

Ta thu được phương trình i 2 + t — 6 = 0 suy ra t = 2. 

Thay thế trở lại ta có y/1 — X + \/T + X = 2 suy ra X = 0. 

3.1.2. Xây dựng phương trình vô tỷ từ phương trình tích. 

Phương trình dạng au + bv = ab + uv. Ta có au + bv = ab + uv hay 
(u — b)(v — a) = 0 suy ra u = ò, V = a. 

Chọn u, V là bằng các biểu thức chứa căn a, b bằng các số thực cho 
trước ta sẽ xây dựng được các phương trình vô tỷ. 

Ví dụ 3.3. chọn a = l,ò = h,u = y/x — 1, V = Vx 2 + 1. Ta thu được 
phương trình 

yj X — 1 + 5Vx 2 + ĩ — \/x 3 — X 2 + X — 1 = 5 

và ta có bài toán sau. 

Bài toán 3.3. Giải phương trình 

yj X — 1 + 5Vx 2 + ĩ — \jX 7, — X 2 + X — 1 = 5 

Hướng dẫn 3.3. Nghiệm của phương trình là nghiệm của phương trình 
là nghiệm của một trong hai phương trình 
y/X 2 + 1 = 1 hoặc y/x — 1 = 5. 
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Thực ra ta đang xây dựng phương trình vô tỷ dựa trên phương trình 
có dạng tích. Khó hơn một chút ta có thể xây dưng từ phương trình chứa 
nhiều tích (u — a)(v — b)(w — c) = 0 gán cho u : v,w các biểu thức chứa 
căn. Gán cho a, b, c là các số thực thậm chí có thể là các biểu thức chứa 
căn. Biến đổi đi một chút là ta sẽ có được các phương trình vô tỷ "đẹp" 
hay "không" phụ thuộc vào việc ta có khéo chọn hay không. 

3.1.3. Xây dựng phương trình vô tỷ từ một số dạng phương 
trình vô tỷ được giải theo phương pháp biến đổi tương tương. 

Xây dựng phương trình vô tỷ từ phương trình dạng 

\ÍẢ+Vb =Vc + Vd 

Gán các biểu thức chứa X cho A, B, c. D ta sẽ được các phương trình vô 
tỷ được giải bằng cách bình phương hai vế 

Ví dụ 3.4. Gán A = x-\-3,B = 3x-\-l,C = 4.X', c = 2x + 2 ta được bài 
toán giải phương trình vô tỷ sau. 

Bài toán 3.4. Giải phương trình 

y/X +~3 T 'x/ 3x T 1 = 2\/x T 2x T 1 

Hướng dẫn 3.4. Đổ giải phương trình này không khó nhưng hơi phức 
tạp một chút. 

Phương trình này sẽ đơn giản hơn nếu ta chuyển vế phương trình 

\jZx T 1 — \j2x T 2 = y/4x — \JX T~3 

Bình phương hai vế ta được phương trình hệ quả 

Vỗx 2 + 8x + 2 = \J 4x 2 + 12x suy ra X = 1 thử lại tliấy X = 1 là 
nghiệm phương trình. 

Tượng tự ta cũng có một số dạng sau 
Dạng 1: Phương trình \J~Ã = A /B. 

B > 0 
A = B 2 
Í.IX) 

Dạng 3: v^4 + A J~B = \fc < B > 0 

1 A + B + 2\[ÃB = c 


Dạng 2: Phương trình \[A = T> yy 
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Dạng 4: yfÃ + \[B = \fc suy ra A + B + 3<ỵAB(<ỵÃ + y/B) = ơ 
đối với dạng này thường sử dụng phép thế: yÃ + y/~B = VỠ ta được 
phương trình A + B + 3 ^ ABC = c 

Từ các dạng toán này gán cho A, B,c các biểu thức chứa X ta sẽ được 
các phương trình vô tỷ tuy nhiên mức độ khó hay dễ phụ thuộc vào việc 
chọn các biểu thức cho A, B, c sao cho sau khi luỹ thừa hai vế lên ta thu 
được một phương trình có thể giải được. 

3.2. Xây dựng phương trình vô tỷ từ hệ phương trình. 


3.2.1. Xây dựng từ hệ đối xứng loại II 

Ta đi xét một phương trình đối xứng loại II sau 

/ (x + l) 2 = y + 2 

\ (y+ l) 2 = x+ 2 ệc giải hệ này thì đơn s iản - 
Bây giờ ta sẽ biến hệ trên thành phương trình bằng cách đặt y = f(x) 
sao cho phương trình thứ hai trong hệ luôn đúng vậy y = \JX + 2 — 1, khi 
đó thay vào phương trình đầu của hệ ta có phương trình 
(x + l) 2 = (• y/x + 2 — 1) + 1 hay X 2 + 2x = y/x + 2 
Từ đó có bài toán. 


Bài toán 3.5. Giải phương trình 

X 2 + 2x = y/x + 2 


Hướng dẫn 3.5. Ta lại tiến hành đặt như trên và đưa về giải hệ đối xứng 


loai II. 

Bằng cách tương tự xét hệ tổng quát dạng bậc hai 


í (ax + /3 ) 2 = ay + b 
Ị (ay + /ổ) 2 = ax + b 


ta sẽ xây dựng lên một phương trình dạng sau. 

Từ phương trình thứ hai trong hệ ta có ay + f3 = \/ax + b khi đó thay 
vào phương trình đầu tiên của hệ ta có phương trình 


(ax + (3 ) 2 


a /-—r , 7 

= — Vax + b + b — — (* 
a a 


Tương tự cho bậc cao hơn (ax + f3) n = 


-</ĩxTĩ+b-—(**) 

a a 
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Để giải phương trình này ta lại đặt ay + /3 = y/ax + b để đưa về hệ 
như ban đầu đã xây dựng. 

Vậy để có một phương trình vô tỷ giải bằng cách đưa về hệ đối xứng 
loại II, ta chỉ việc chọn a, /3, ữ, b phù hợp với mức độ khó dễ của bài toán. 
Sau đó xây dựng phương trình ở dạng khai triển, học sinh muốn giải được 
phương trình dạng này thì phải biết viết phương trình về dạng phương 
trình (*) hoặc (**) để giải. 

Ví dụ 3.5. Ta xây dựng bài toán như sau 
Chọn a = 2, /3 = —3, a = 4, b = 5 
Ta có phương trình 

(2x — 3) 2 = 2\[4x + 5 + 11 hay 4x 2 — 12x — 2 = 2y/4x + 5 suy ra 
2x 2 — 6x — 1 = \/4x + 5 

Khi đó ta đã có một bài toán mới. 

Bài toán 3.6. Giải phương trình vô tỷ 

2x 2 — 6x — 1 = V4x + 5 

Hướng dẫn 3.6. Học sinh phải biết biến đổi dạng khai triển này về 
phương trình (2x — 3) 2 = 2y/4x + 5 + 11 

Sau đó đặt 2y — 3 = \j4x + 5 để được hệ phương trình. 

f (2x — 3) 2 = 4y + 5 , A , 1 \ _ A 

\{2y-lf = ix + l suyra(x- ỉ/ )(x + ỉ/ -l) = 0 

Với X = y khi đó 2x — 3 = \/4x + 5 suy ra X = 2 + y/3 
Với X + y — 1 = 0 khi đó y = 1 suy ra X = 1 — y/2 

3.3. Dùng hằng đẳng thức để xây dựng các phương 
trình vô tỷ 

3.3.1. Từ những đánh giá bình phương A 2 + B 2 > 0. 

Ta xây dựng những phương trình dạng 
A 2 + B 2 = 0 suy ra _ 0 

Ví dụ từ phương trình (V5x — 1 — 2x) 2 + (y/9 — 5x — 2) 2 + \Jx — 1 = 0 
khai triển ra ta có phương trình 
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Ax 2 + 12 + \Jx — 1 = 4.X\/5.X — 1 + 4a/ 9 — 5x) 
Khi đó ta có thể xây dựng bài toán. 

Bài toán 3.7. Giải phương trình 


4x 2 + 12 + \/ X — 1 = 4xa/5x — 1 + 4a/9 — 5x) 

Hướng dẫn 3.7. Khi đó muốn giải bài toán trên ta biến đổi đưa về phương 
trình trước khi khai triển và giải là tốt nhất. Sau đó áp dụng đánh giá như 
đã trình bày. 


3.3.2. Từ hằng đẳng thức ( A — B ) 2 = 0 suy ra A = B 


Ví dụ chọn A = 1, B = 


4x 


ta được phương trình 


(1 /JỆG 

v \X + 3 J 

„ , 4x 
l + -^— = 2 


X + 3 

2 = 0 khai triển ra ta được phương trình 


4x 


X + 3 V X + 3 
Nhân hai vế phương trình với \JX + 3 ta được phương trình 
r -—— 4x 

\/x + 3 H- . = 4x ta có bài toán. 

y.r ! 3 

Bài toán 3.8. Giải phương trình 


y/ X +1Ĩ + 


4x 


y/X “b "3 


= 4x 


3.3.3. Xây dựng phương trình vô tỷ từ hằng đẳng thức sau. 

Ta có 


(A + B + Cý = rì 3 + B 3 + c 3 + 3 (A + B){B + C){C + A) 

Khi đó 

{A + B + Cf = A 2> + B i + c 3 khi ( A + B)(B + C)(C + A) = 0 
Điều này xảy ra khi A = —B hoặc B = —C hoặc A = — c 
Ta có thể xây dựng bài toán như sau. 

Gán A = ỳĩx + 2010, B = -V^Ĩ2ÕĨĨ, c = </x 2 - Ix + 2012 
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Như vậy A 3 + B 3 + c 3 = 2011. Từ đó ta có bài toán giải phương trình 
như sau. 


Bài toán 3.9. Giải phương trình 

y/lx + 2010 - + 2011 + yjX 1 - 7x + 2012 = V / 2ÕĨĨ 


Hướng dẫn 3.8. Bài tóa thỏa mãn (A + B + C) 3 
nghiệm của phương trình là nghiệm của hệ tuyển 


= Á 3 + B 3 + c 3 . Nên 
~ A = -B 
B = —C Trong đó 
A = -C 


A,B,C là các biểu thức như đã chọn. 

Tương tự ta có thể xây dựng nhiều bài toán tlieo cách này! 


3.4. Xây dựng phương trình vô tỷ dựa theo hàm đơn 
điệu. 

3.4.1. Xây dựng phương trình vô tỷ dựa theo tính chất của hàm 
đơn điệu. 

Dựa vào kết quả "nếu hàm y = f(x) đơn điệu thì 

f(x) = f(t)<F>x = t" ta có thể xây dựng được những phương trình vô 

tỷ. 

Ví dụ 3.6. Xuất phát từ hàm đơn điệu y = f{x) = 2x 3 + X 2 + 1 mọi 
X > 0 ta xây dựng phương trình. 

f{x) = f(y/Sx — 1) hay 2x 3 + X 2 + 1 = 2(y/3x — l) 3 + y/(3x — l) 2 + 1 
Rút gọn ta được phương trình 2rc 3 + X 2 — 3x + 1 = 2(3x — l)y/3x — ĩ. 
Ta có bài toán sau 

Bài toán 3.10. Giải phương trình 

2x 3 + X 2 — 3x + 1 = 2(3x — l)y/3x — ĩ 

Hướng dẫn 3.9. Bài toán được giải tlieo phương pháp hàm số. 

Ví dụ 3.7. Từ hàm số đồng biến trên R, f(t) = t 3 + t và từ phương 
trình /(vGr 2 + 9x — 4) = f(x + 1) 

Ta xây dựng được bài toán sau. 


56SỐ hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thải Nguyên 


http://www. lrc-tnu.edu. vn 



Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


56 


Bài toán 3.11. Giải phương trình 

X 3 — 4x 2 — 5x + 6 = -ự 7x 2 + 9x — 4 

Hướng dẫn 3.10. Bài toán được giải theo phương pháp sử dụng phương 
pháp hàm số. Giải phương trình ta có nghiệm phương trình là nghiệm của 
phương trình. 

1 zỉz 

(x + 1) = y/lx 2 + 9x — 4 suy ra X = 5 hoặc X = - —— — 


3.4.2. Xây dựng phương trình vô tỷ dựa vào các ước lượng của 
hàm đơn điệu. 

Để dễ sử dụng và kết hợp nhiều ước lượng ta xây dụng một số ước lượng 
như sau bằng cácli sử dụng tính đơn điệu của hàm số ta nhận được 

[1] —1 < yfx — y/l — X < 1 

Hàm số f(x) = yfx — y/l — X là hàm đơn điệu tăng trên [0; 1] 

Nên ta có —1 = /(0) < f{x) < /(1) = 1 

[ 2 ] -1 < ỷx-ỹĩ^x < 1 

Hàm số f(x) = yfx — ^1 — X < 1 là hàm tăng trên [0; 1] 

Nên ta có —1 = /(0) < f{x) < /(1) = 1 

[3] —1 < y[x — y/l — X < 1 

Hàm số f(x) = -ựx — vT — X là hàm tăng trên [0; 1] 

Nên ta có —1 = /(0) < f{x) < /(1) = 1 
y/ X -\~ 


[4] 0 < 


2 + \/ĩ — 


< 1 


X 


Hàm số f(x) = là hàm tăng trên [—3; 1] 

2 + vl — 3C 

Nên ta có 0 = /(—3) < f{x) < /(1) = 1 

4]0<Ẩâ=<i 


2 + ^T^ 


Hàm số f(x) = 


X 

y/x + 15 


là hàm tăng trên [—15; 1] 


2 + — X 

Nên ta có 0 = /(—15) < /(x) < /(1) = 1 

[6] y^3 + -ydr — \J 1 + \/1 X N 1 

Hàm số /(x) = y^3 + vdc — \ị\ + \A — X là hàm tăng trên đoạn [0; 1] 
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Suy ra f(x) < /(1) = 1 

[7] V^T3 - y/1 + y/T^X ặj._ 

Hàm số f(x) = yjx + 3 — \ị\ + \/ì — X là hàm tăng trên [—3; 1] 
suy ra f(x) < /(1) = 1 

Sử dụng tính chất nghịch biến của hàm số mũ y = a x với cơ số 0 < a < 1 
ta nhận được 

[8] y/x + \J\ — X < 1 

Ta có yfx < X hoặc y/1 — X < 1 — X 

suy ra yfx + \J\ — X < X + (1 — x) = 1 

Dấu đẳng thức đạt được khi X = 0 hoặc X = 1 

Cộng hai hay nhiều các ước lượng cơ bản chúng ta thu được các phương 
trình chứa căn sau. 

Bài toán 3.12. Giải phương trình 

y/x + \fx + \fx = 3 + y/l — X + \/l — X + \/l — X. 

Hướng dẫn 3.11. Điều kiện 0 < X < 1 
Phương trình đã cho tương đương với. 

(y/x — a/Ĩ — x) + (tfx — \/l — x) + (yfx — y/ĩ — x) = 3 
Sử dụng các ước lượng cơ bản ta thu được vế trái nhỏ hơn hoặc bằng 
3, và dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1 
Đáp số X = 1 

Bài toán 3.13. Giải phương trình 

yfx + \fx + \[x + 3-^r — X = 3. 

Hướng dẫn 3.12. Điều kiệu 0 < X < 1 
Phương trình đã cho tương đương với 
{y/% T </\ — x) + + ^1 — X ) + (-ydr + — X ) 

vế trái lớn hơn hoặc bằng 3. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1. 
Đáp số X = 1. 

Bài toán 3.14. Giải phương trình 

\J X v~3 \/3x T 1 

2 + + 2 + ^T^x 
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Hướng dân 3.13. Điều kiện — - < X < 1 

Vế trái nhỏ hơn hoặc bằng 2. Dấu bằng xảy ra khi X = 1. 

Đáp số X = 1. 

Nhân các ước lượng cơ bản dương ta thu được các phương 
trình chứa căn sau. 

Bài toán 3.15. Giải phương trình 


\J 2x — lý/ếx — 3-ộ / 6x — 5 = X 3 

_ . 1 _ 5 

Hướng dân 3.14. Điều kiện X < -• 

6 

Chia hai vế cho X 3 7 ^ 0 ta thu được 
\/2x — ĩ \/4x — 3 \/6x — 5 

íT> íT> íT“ 

tt tt tt 

Vế trái nhỏ hơn hoặc bằng 1. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1. 
Đáp số X = 1. 


3.5. Xây dựng phương trình vô tỷ dựa vào hàm số 
lượng giác và phương trình lương giác. 

Từ công thức lượng giác đơn giản cos3í = sin í, ta có thể tạo ra được 
những phương trình vô tỷ. 

Từ cos3 1 = 4cos 3 í — 3cos t ta có phương trình vô tỷ 4x 3 — 3x = 
x 2 \]x 2 — 1 (1) 

Nếu thay X trong phương trình (1) bởi — ta sẽ có phương trình vô tỷ 

X 

khó hơn 4 — 3x 2 = x 2 y/x 2 — 1 (2). 

Nếu thay X trong phương trình (1) bởi X — 1 ta sẽ có phương trình vô 
tỷ khó 4x 3 — 12x 2 + 9x — 1 = y/2x — x 2 (3). 

Tương tự như vậy từ các công thức sin 3x, sin 4x ... ta cũng có thể xây 
dựng phương trình vô tỷ theo kiểu lượng giác! 

1 , 1 /- JN _ . 

Ví dụ 3.8. Từ phương trình lượng giác -- 4— 7 —- = 2V2 và từ đăng 

cos t sin ủ _ 

tliức lượng giác sin 2 1 + cos 2 1 = 1 suy ra sin t = y/l — cos 2 1 thay thế cos t 

bởi X, ta sẽ có một phương trình vô tỷ như sau — 4- = 2\[2. 

X V l - X 2 
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Vậy ta có bài toán giải phương trình vô tỷ được giải theo phương pháp 
đặt ẩn phụ lượng giác như sau. 


Bài toán 3.16. Giải phương trình 


1 1 

X Vx 2 + 1 


= 2V2 


Hướng dẫn 3.15. Khi đó phương trình này được giải theo phương pháp 
đặt ẩn phụ lượng giác. 

Ví dụ 3.9. Từ phương trình cos 3 í + sin 3 í = v^cosísiní thay thế cos t 
bởi X ta được phương trình vô tỷ X 3 + a/(1 — X 2 ) 3 = Xy/2(1 — X 2 ). 

Và ta có bài toán giải phương trình vô tỷ 

Bài toán 3.17. Giải phương trình 

X 3 + y^(l — X 2 ) 3 = X^2{1 — X 2 ) 

Hướng dẫn 3.16. Phương trình này được giải tlieo phương pháp đặt ẩn 
phụ lượng giác. 

Ví dụ 3.10. Từ phương trình 5 + 3 sin t = 8(cos 6 1 + sin 6 1) thay thế cos t 
bởi X, ta đươc phương trình vô tỷ. 5 + 3vĩ — X 2 = 8[x 6 + (1 — X 2 ) 3 ]. Và 
ta có bài toán. 

Bài toán 3.18. Giải phương trình 5 + 3\/ĩ — X 2 = 8[x 6 + (1 — X 2 ) 3 ] 

Hướng dẫn 3.17. Từ điều kiện \x\ < 1 ta đặt X = cosí; t G [0; 7r] và ta 
thu được. 

5 + 3 sin t = 8(sin 6 1 + cos 6 1) <+- 3 sin t = 8(1 — 3 sin 2 1 cos 2 1) 

O 3 sin t = 3 — 24 sin 2 1 cos 2 1 

+> sin t = 1 — 8 sin 2 1 cos 2 1 = 1 — 2 sin 2 2 1 = cos 

+> cos 4 1 = cos (^ — tj. 

Từ phương trình này ta sẽ tìm được í, sau đó suy ra được X. 
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3.6. Xây dựng phương trình vô tỷ từ phép Mặt ẩn 
phụ không toàn phần”. 


Ta xét bài toán xây dựng lớp phương trình dạng At 2 A Bt + c = 0, 
trong đó t là biểu thức chứa căn của X, còn A.D.C là các biểu thức hữu tỷ 
chứa X, sao cho A = B 2 — AAC luôn luôn là một biểu thức chính phương. 

B c 

Thường để cho tiện ta chọn — — = f(x) + g(x) còn — = f(x)g(x ) khi 
đó t = g(x) hoặc t = f(x). 

Ví dụ 3.11. Ta chọn t = y/X 2 + 2, f(x) = 3 ,g(x) = X — 1. 

Ta có bài toán giải phương trình vô tỷ như sau. 


Bài toán 3.19. Giải phương trình 

X 2 + (3 — V X 2 + 2)x = 1 + 2Vx 2 + 2 

Hướng dẫn 3.18. Để giải bài này học sinh phải biết biến đổi về dạng 
(X 2 + 2) — (2 + x) \JX 2 + 2 — 3 + 3x = 0 sau đó đặt t = X 2 + 2 thì phương 
trình đã cho trở thành phương trình ẩn t là t 2 — (2 + x)t — 3 + 3x = 0 rồi 
giải phương trình này. 

Có thể nhẩm nghiệm hoặc tính A, được nghiệm t = 3,t = X — 1. 

Với t = 3 thì \/X 2 T 2 = 3 suy ra X = Tv^- 
Với t = X — l(x > 1) vô nghiệm. 

Như vậy với cách xây dựng như trên ta có thể có nhiều bài toán. Giải 
phương trình vô tỷ bằng phương pháp ẩn phụ không toàn phần. 


3.7. Xây dựng phương trình vô tỷ dựa vào tính chất 
vectơ. 

Tính chất \ã + b\ < |a| + |ò| dấu " = " xảy ra khi ã, b cùng hướng. 

Ta xây dựng như sau. 

Đặt ị p r>\ suy ra ã + b = (f(x) + g(x); A + B). 

\b=(g(x)-B ) v v y v y y 

Khi đó ta có phương trình 

\J p(x) + d 2 + y / g 2 (x) + B 2 = (f(x) + g(x)) 2 -+ỊÃ+ B) 2 
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Ví dụ 3.12. chọn ^ suy ra ã+b = (9;31\/2). 

• \b= (5 + x;10\/2) J v ’ ; 

Vậy |a| = Vx 2 — 8x + 816, |ò| = Vx 2 + ÌO.T + 267 

và \ã + b\ = 2003. 

Ta xây dựng được phương trình như sau 

\ã + b\ = |d| + |?| Vx 2 — 8x + 816 + \JX 2 T 10x + 267 = 2003 

Bài toán 3.20 (Thi olympic 30-4 năm 2003). Giải phương trình 
Vx 2 -8x + 816 + A2TĨCrìT267 = 2003. 


3.8. Xây dựng phương trình vô tỷ dựa vào bất đẳng 
thức 

3.8.1. Bất đẳng thức "tam thức bậc a (xem [2], trang 25). 

Với mọi a > 1 ta có x a + a — 1 > ax với mọi X > 0 . 

Dấu đẳng thức xảy ra khi X = 1. 

Chọn a =2010 ta có phương trình Vx 2ữlữ + 2009 = V2010.T và ta có 
bài toán. 

Bài toán 3.21. Giải phương trình 

Vx 2ữlữ + 2009 = V2010X. 

Hướng dẫn 3.19. Sử dụng bất đẳng thức "tam thức bậc a" ta sẽ có 
X = 1 là nghiệm. 

Ví dụ 3.13. Có thể tạo ra các bài toán khó hơn bằng cách thay X ở phương 
trình trên bằng các biểu thức chứa X. 

Ví dụ thay X bằng (x 2 — l) 2 và a = 3 ta sẽ có phương trình 
a/( X 2 — l) 3 + 2 = \Z?>{x 2 + 1) hay Vx 6 — 3x 4 + 3x 2 + ĩ = Y^3(x 2 — 1). 
Ta có bài toán sau. 

Bài toán 3.22. Giải phương trình x/x 6 — 3x 4 + 3x 2 + ĩ = \/3(x 2 — 1). 

Hướng dẫn 3.20. Gặp bài toán này học sinh cần biết biến đổi đưa về 
phương trình ban đầu xây dựng để áp dụng bất đẳng thức thì bài toán 
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trở nên dễ dàng. Áp dụng bất đẳng thức trên tìm ra được nghiệm phương 
trình là khi dấu đẳng thức xảy ra . 2 ' 2 — 1 = 1 suy ra X = ±v2. 

Như vậy có thể thay X bằng các biểu thức khác của X ta sẽ được các 
phương trình khó hay dễ tuỳ thuộc vào ta chọn biểu thức thay thế cho X. 


3.8.2. Xây dựng phương trình vô tỷ dựa vào bất đẳng thức giữa 
trung bình cộng và trung bình nhân. 

Sử dụng bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân ta 
nhận đư ợc 

[1] rìklE 1 < 1 

yj2x - ĩ 2x — 1 + 1 
Vì -<--—-— = 1 

X 2x 

[2] ^ 4 r 3 < 1 

X 

Vì Ể+El < ++±++±1 = 1 dấu đàng thức xảy ra khi X = 1 

\/6x — 5 6x — 5+1+1+1+1+1 Â „„ 

3 -- < --- = 1 dâu đăng thức xay ra 

X 6x 

khi X = 1 

[4] yfx + \J2 — X < 2 

r- - IX + 2 — X , 

Vì + X + +2 — X < 2 J -—-= 2 dâu đăng thức xảy ra khi X = 1 

[5] \Jx + y2^c <2 

Vì yfx + y/2 — X < 2 ị ị——^ —~ = 2 dấu đẳng thức xảy ra khi X = 1 

[6] X + yj2 — X 2 < 2 vì 

X + v/2 — X 2 < \x\ + y/2 — X 2 = Vx 2 + y/2 — X 2 < 2\j ' ^ = 2 

dấu đẳng thức xảy ra khi X = 1 

[7] X + Ìl2^v < 2 vì 

X + \/2 — X A < \x\ + \/2 — X 4 = Vx 2 + \/2 — X A 

= ^ũ + ^ũ< 2 y g±|kg = i 

dấu đẳng thức xảy ra khi X = 1 

[8] X + y[2^ < 2 vì 
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X + V2 — X 6 < \x\ + V2 — X 6 < V^T V2 — X 6 < 2'^/-—-^——— = 1 
dấu đẳng thức xảy ra khi X = 1. 

Ta gọi đây là các ước lượng cơ bản. Có thể tạo ra được rất nhiều các 
ước lượng cơ bản theo cách này. 

Ta xây dựng các phương trình vô tỷ như sau 

Cách 1. Cộng hai hay nhiều các ước lượng cơ bản 

Bài toán 3.23. Giải phương trình 

\j2x — ĩ + V4x — 3 + V6x — 5 = 3x 

_ o . 1 _ 5 

Hướng dân 3.21. Điều kiện X > -. 

6 

Phương trình đã cho tương đương với 

\/2x — 1 3x — 3 V6^ — 5 

4---_|_ 22TT-_|_ -= 3 

ÍỴ> rỴ> 

th th th 

Vế trái nhỏ thua hoặc bằng 3. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 

X = 1. 

Bài toán 3.24. Cộng các ước lương cơ bản như sau. 

(Vi + VI - £) + + Vĩ — V) + (V^ + VI — x) = 3 

Viết lại v^ + V^ + V^ + 3Vl — £ = 3. 

Khi đó ta có bài toán sau. 

Bài toán 3.25. { ựx + yfx + yfx + 3Vl — X = 3 

Hướng dẫn 3.22. Vế trái phương trình lớn hơn hoặc bằng 3. Dấu đẳng 
thức xảy ra khi X = 1. Vậy X = 1 là nghiệm phương trình. 

Cách 2. Nhân các ước lượng cơ bản ta được các phương trình 
chứa căn. 

Ví dụ nhân các ước lượng cơ bản ta có bài toán giải phương trình. 
\/2x — \.\f\x — 3.V6.T — 5 = X 3 
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Hướng dẫn 3.23. Với điều 
thu được. 


kiệu X > Sau đó chia cả hai vế cho X ta 

6 


\/2x — 1 \/4x — 3 — 5 

íT> íT* íT> 

th th th 


Vế trái nhỏ thua hoặc bằng 1. Dấu đẳng thức xảy ra khi X = 1. Nhân các 
ước lương cơ bản ta có bài toán. 


Bài toán 3.26. Giải phương trình 

y/2x — ĩ 
x{y/x + y/1 — x) 

lSS 1 
Hướng dẫn 3.24. Vì ——- < 1; 

\/T + VI — £ 

nhỏ hơn hoặc băng 1. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 1. Đáp số 
X = 1 là nghiệm phương trình. 


= 1 


y/2x — 1 




< 1 suy ra vế trái 


3.8.3. Xây dựng phương trình dựa theo bất đẳng thức Cauchy. 

Từ bất đẳng thức (. AB + CD) 2 < (rì 2 + C 2 )(B 2 + D 2 ) dấu đẳng thức 
xảy ra khi "AD = BC" 

Ví dụ 3.14. Ta chọn các cặp số rì = 2v^2, B = \]x + 1, c = 


\/^ + l’ 




1 X 

+ 


D = 

X + 1 

Ta xây dựng phương trình 

+ 1 ) 2 - (8+ X +1) f 

V X T 1 X T 1 '■ 

2\[2 ^ , - 

suy ra . < V 9 + X 

Từ đây ta đi xây dựng bài toán giải phương trình vô tỷ sau. 


X + 1 X + 1 


Bài toán 3.27. Giải phương trình 

2\[2 

X + 


y/ X T T 


= \/9T 


X 
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Hướng dẫn 3.25. Như vậy học sinh có thể biến đổi phương trình để áp 
dụng bất đẳng thức Caucliy cho hai cặp số rì, c và D. D như trên để rút 

ĩdLlg xt I kh j- jjr= X St 

V^TĨ V^TĨ 

1 

suy ra X = -• 

Vậy X = - là nghiệm phương trình. 

Ví dụ 3.15. Từ các cặp số A = 3\/2, B = \/2x + ĩ, c = - 7 === , 


'2x + 1’ 


D = 


/x + 1 
'2x + 1 


Tương tự như trên ta có thể xây dựng bài toán giải phương trình vô tỷ 
sau. 

Bài toán 3.28. Giải phương trình 

3\/2x /——r rr7T~~7T~ 


f 2x + 1 


“b + 1 — V 19 + 2x 


Hướng dẫn 3.26. Áp dụng bất đẳng thức Cauclry các căp số A,c và B,D 
như trên ta có dấu đẳng thức xảy ra hay nghiệm phương trình là nghiệm 
, 3v^2 yfx 

của phương trình = = điều kiện X > 0. Bình phương hai 

3.9. Xây dựng phương trình vô tỷ bằng phương pháp 
hình học 

Cho tam giác ABC có đường AD là đường phân giác trong của góc A, 

■í _ .. MÉ AB 

A = 2 a, m G AD, đặt AM = X khi đó nếu M G BC thì = 

MC AC 

Ví dụ 3.16. Xét tam giác vuông ABC vuông tại A có AB = 4, AC = 3. 
Gọi AD là phân giác trong của À. Trên AD lấy điểm M, Đặt AM = X. 
Trong tam giác AMC có CM 2 = X 2 — 3\/2x + 9. 

Trong tam giác AMB có BM 2 = X 2 — 4a/2x. Ta xây dụng bài toán như 
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Bài toán 3.29 (Dự bị Olympic 30-4 THPT Chuyên Tiền Giang năm 
2007). Giải phương trình 


\J X 2 — 3xV2 + 9 + \J X 2 — ~4x\/2 + 16 = 5. 


Hướng dẫn 3.27. Khi đó với X < 0 thì 


\ỊX 2 — Sxy/Õ, + 9 > 3 
X 2 — ~Ãỹ/2x + 16 > 4 


phương trình vô nghiệm. 

Với X > 0 ta có 

CM + BM = \/x 2 - 3xV2 + 9 + Vx 2 - 4x^2 + 16 > BC = 5. 

Dấu bằng xảy ra khi M trùng với D hay M chia BC theo tỉ số 

, 4 12ự2 

k = - X = AD = —-7— 

3 7 


Ví dụ 3.17. Cho tam giác ABC có AB = 3 ,AC = 4,Â = 120°, AD là 
đường phân giác trong góc A. Lấy M G AD, đặt AM = X 
Khi đó ta có BM = Vx 2 — 3x + 9, CM = \/x 2 — 4x + 16, 

Bơ = + 16 — 2.3.4. ( — 2 ) = 37 - 

Ta xây dựng phương trình x/x 2 — 3:c + 9 + X 2 — 4;c + 16 = V / M. Ta 
có bài toán. 


Bài toán 3.30. Giải phương trình 

\JX 2 — 3x + 9 + \JX 2 — 4x T 16 = \/37 

Hướng dẫn 3.28. Lập luận tương tự như hai bài toán trên ta có X < 0 
phương trình vô nghiệm. 

Với X > 0 ta có 

BM + CM = yf X 2 — 3x V 9 + \J X 2 — 4x + 16 > BC = 

Dấu bằng xảy ra khi M trùng với D hay M chia BC tlieo tỉ số 

MB _ AB _ 3 Vx 2 - 3x + 9 _ 3 _ 12 

MC AC 4 y/X 2 — 4x +16 4 7 

Ví dụ 3.18. Cho tam giác ABC có AB = 5,AC = 4, Â = 60°, AD là 

đường phân giác trong góc A. Lấy M G AD. đặt AM = X 

Khi đó ta có BM = \/X 2 — 5v^3x + 25, CM = \/X 2 — 4y/3x + 16, 
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BC = y 25 + 16 - 2.4.5 .ị = V2Ĩ. 

Ta xây dựng phương trình 

\J X 2 — 5a/3x + 25 + \J X 2 — 4a/3x + 16 = \/2Ĩ- Ta có bài toán. 
Bài toán 3.31. Giải phương trình 


\Ịx 2 - 5V3x + 25 + \Ịx 2 - ~Wdx + 16 = 


„ . ,2 í \ịX 2 — hy/?>x + 25 > 5 

Hướng dẫn 3.29. Với X < 0 ta có { /— -- 7 =--— 

1 \Jx 2 - Ay/lx + 16 > 4 


phương 


trình vô nghiệm. 

Xét X > 0 khi đó dấu bằng của phương trình xảy ra khi 

^ = 5 hay 4\/ X 2 — 5a/3.t + 25 = òVx 2 - 4^3x + 16. 

1V1 o 4 

Bình phương hai vế giải ra ta được nghiệm phương trình là X = 


20a/3 

9 


68SỐ hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thải Nguyên 


http://www. lrc-tnu.edu. vn 



Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


68 


Kết luận 


Luận văn Một số phương pháp giải phương trình vô tỷ đã giải quyết 
được những vấn đề sau: 

- Hệ thống các phương pháp giải các phương trình vô tỷ. 

- Trình bày các phương pháp giải và biện luận phương trình vô tỷ có 
chứa tham số. 

- Đưa ra các phương pháp xây dựng phương trình vô tỷ mới. 

Kết quả của luận văn đã góp phần nâng cao chất lượng dạy và học Toán 
ở trường phổ thông trong giai đoạn hiện nay. 
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